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У ñòàòò³ пðîàíàë³зîâàíî ðîëü ìàòåìàòè÷íîгî äîñë³äæåííÿ åêîíîì³÷íèх ÿâèщ òà пðîöåñ³â. Ðîзгëÿíóòî 
åâîëюö³ю íàóêîâèх äîñë³äæåíü ó ñфåð³ ìàòåìàòè÷íîї åêîíîì³êè. Âèзíà÷åíî íåîбх³äí³ñòü âñòàíîâëю-
âàòè фóíêö³îíàëüíó зàëåæí³ñòü ì³æ äàíèìè âåëè÷èíàìè пðè äîñë³äæåíí³ ñîö³àëüíî-åêîíîì³÷íèх ÿâèщ 
òà пðîöåñ³â. Âñòàíîâëåíî, щî íåзâàæàю÷è íà âåëèêèé íàóêîâèé âêëàä з пðîбëåì пîбóäîâè òà ìåòîä³â 
ðîзâ’ÿзóâàííÿ åêîíîì³÷íèх зàäà÷, щî ì³ñòÿòü åìп³ðè÷í³ фîðìóëè åêîíîì³÷íèх ñèòóàö³é, öåé íàпðÿì 
âèìàгàº пîäàëüшîгî äîñë³äæåííÿ òà ìàòåìàòè÷íîгî îпèñó íîâèх åêîíîì³÷íèх ñèòóàö³é. Çàпðîпîíîâàíî 
ìåòîäèêó пîбóäîâè åêîíîì³÷íèх åìп³ðè÷íèх фîðìóë ìåòîäîì òàбëè÷íèх ð³зíèöü. Ñфîðìóëüîâàíî òåî-
ðåìè äëÿ пîбóäîâè åìп³ðè÷íèх фóíêö³é: y ax b� � , y ax bx c� � �2 , y ax bx cx d� � � �3 2 . Пîбóäîâàíî îпòè-
ìàëüí³ пëàíè âèðîбíè÷èх пðîöåñ³â з âèêîðèñòàííÿì ðîзгëÿíóòèх òåîðåì. Çàпðîпîíîâàíî ìåòîä âèбðàíèх 
òî÷îê äëÿ âèзíà÷åííÿ пàðàìåòð³â åêîíîì³÷íîї ìîäåë³, ÿêà îпèñóº âèðîбíè÷èé пðîöåñ. 
Ключові слова: åìп³ðè÷í³ фîðìóëè, åêîíîì³÷íà ìîäåëü, åìп³ðè÷í³ òàбëèö³, ð³зíèöÿ пåðшîгî пîðÿäêó 
∆y , ð³зíèöÿ äðóгîгî пîðÿäêó ∆2 y , ð³зíèöÿ n -гî пîðÿäêó ∆n y , ìåòîä òàбëè÷íèх ð³зíèöü, ìåòîä âèбðà-
íèх òî÷îê, êâàäðàòè÷íà åìп³ðè÷íà фóíêö³ÿ, ñê³í÷åííà ð³зíèöÿ.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Ìàòå-
ìàòèêà â åêîíîì³ö³ зàñòîñîâóºòüñÿ пîíàä 150 ðîê³â. 
Нàéпåðш³ ìàòåìàòè÷í³ ì³ðêóâàííÿ ñпðèéìàëèñÿ 
ñêåпòè÷íî ³ íå зíàхîäèëè зàñòîñóâàííÿ. Тàê òðè-
пàëèé ÷àñ зàëèшàëèñÿ ìàéæå íåпîì³òíîю ðîбîòà 
фðàíöóзüêîгî ìàòåìàòèêà А. Êóðíî (1801–1877), 
ÿêó ñüîгîäí³ ðîзгëÿäàюòü ÿê пîâîðîòíèé пóíêò 
ó ðîзâèòêó ìàòåìàòè÷íîї åêîíîì³êè. Нå ìîæíà 
згàäàòè îäíîгî з íàéîðèг³íàëüí³шèх ìàòåìàòè-
ê³â пåð³îäó ðàííüîгî ðîзâèòêó ìàòåìàòè÷íîї åêî-
íîì³êè – пðóñüêîгî åêîíîì³ñòà Гåíð³хà Гîññåíà 
(1810–1858). Â³í ñфîðìóëюâàâ зàêîí, â³äîìèé ÿê 
«пåðшèé зàêîí Гîññåíà»: «У процесі збільшення 
кількості споживаного товару або послуги його 
корисність від споживання кожної додаткової 
одиниці зменшується».

Ìàòåìàòè÷íèé âêëàä ó âèð³шåííÿ åêîíîì³÷-
íèх пðîбëåì А. Êóðíî é Г. Гîññåíà зä³éñíюºòüñÿ 
íà îñíîâ³ òåîð³ї ä³éñíèх фóíêö³é. Аíàë³з ä³éñíîї 
зì³ííîї – öå фóíäàìåíòàëüíà ìàòåìàòè÷íà äèñöè-
пë³íà, зà äîпîìîгîю ÿêîї зðîбëåíî пåðш³ êðîêè 
ó зàñòîñóâàíí³ ìàòåìàòèêè â åêîíîì³ö³.

Фðàíöóзüêèé åêîíîì³ñò Л. Âàëüðàñ (1834–1910) 
ñфîðìóëюâàâ пðîбëåìó ³ñíóâàííÿ зàгàëüíèх ð³â-
íîâàг ðèíêó, ðîзâ’ÿзóâàííÿ ÿêîї âåäå äî ñèñòåìè 
ë³í³éíèх ³ íåë³í³éíèх ð³âíÿíü. ²ñíóâàííÿ ºäèíîгî 
ðîзâ’ÿзêó пðèâîäèòü äî âèзíà÷íèê³â, ÿê³ âèâ÷à-
юòüñÿ ó ë³í³éí³é àëгåбð³.

Ñó÷àñíà åêîíîì³÷íà òåîð³ÿ пîâ’ÿзàíà з òåî-
ð³ºю éìîâ³ðíîñòåé, ñòàòèñòèêîю, òåîð³ºю ñòî-
хàñòè÷íèх пðîöåñ³â òîщî. Пèòàííÿìè åêîíî-
ì³êè ö³êàâèâñÿ ³ Ìèðîí Çàðèöüêèé (1889–1961), 
пðîфåñîð Лüâ³âñüêîгî óí³âåðñèòåòó ³ì. ²âàíà 
Фðàíêà. Пðî öå ñâ³ä÷èòü éîгî ñòàòòÿ «Сучин-
ники кореляції в теорії математичної ста-
тистики» (Çб³ðíèê ìàòåìàòè÷íî-пðèðîäî-
пèñíî-ë³êàðñüêîї ñåêö³ї Нàóêîâîгî òîâàðèñòâà 
³ì. Т. Шåâ÷åíêà ó Лüâîâ³. Тîì ХХХ². 1937). Цÿ 
ñòàòòÿ пðèñâÿ÷åíà ñпðîб³ àíàë³зó бàëàíñ³â êîî-

пåðàòîð³â Тåðíîп³ëüñüêîї îбëàñò³. У ñâîїé пðàö³ 
â³í пîäàº фðàгìåíòè ³з зàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷-
íîї ñòàòèñòèêè äî åêîíîì³êè.

Дëÿ åêîíîì³êè ìàòåìàòèêà âàæëèâà ³ ÿê ìåòî-
äîëîг³÷íà íàóêà. Ìàòåìàòèêà â³ä³гðàº âàæëèâó 
ðîëü òîä³, êîëè ³з ñпîñòåðåæåíü зà ÿâèщàìè, 
îб’ºêòàìè åêîíîì³÷íîї ä³éñíîñò³ íåîбх³äíî âèâåñòè 
зàêîíîì³ðíîñò³, à з íèх îòðèìàòè âèñíîâêè, зàпè-
ñàí³ ó âèгëÿä³ фîðìóë, ð³âíÿíü.

Мета статті. Гîëîâíîю ìåòîю ö³ºї ðîбîòè º ðîз-
ðîбëåííÿ ìåòîäèêè пîбóäîâè åêîíîì³÷íèх åìп³-
ðè÷íèх фîðìóë ìåòîäîì òàбëè÷íèх ð³зíèöü.

Постановка проблеми. П³ä ÷àñ пðîâåäåííÿ 
íàóêîâèх åêñпåðèìåíò³â, à òàêîæ ñпîñòåðåæåíü 
ó âèðîбíè÷³é пðàêòèö³ äîñèòü ÷àñòî äîâîäèòüñÿ 
âñòàíîâëюâàòè фóíêö³îíàëüíó зàëåæí³ñòü ì³æ 
äàíèìè âåëè÷èíàìè. Нåхàé, íàпðèêëàä, âèâ÷àю÷è 
фóíêö³îíàëüíó зàëåæí³ñòü ì³æ âåëè÷èíàìè x  ³ y  
ìè ìîæåìî з³бðàòè пåâí³ äàí³ зíà÷åííÿ âåëè÷èíè 
y  пðè x x= 1 , x x= 2 , x x= 3 , …, x xn=  з â³äð³зêà [ ; ]a b .  
Êîðèñòóю÷èñü öèìè äàíèìè пîòð³бíî пîбóäó-
âàòè àíàë³òè÷íèé âèðàз (фîðìóëó) y x( ) , ÿêèé бè 
íàбëèæàâ фóíêö³ю y x( )  íà âñüîìó â³äð³зêó [ ; ]a b  
äî àíàë³òè÷íîгî âèðàзó. Фîðìóëè, ÿê³ ä³ñòàюòü íà 
îñíîâ³ àíàë³зó äîñë³äíèх äàíèх, íàзèâàюòü емпі-
ричними. Еìп³ðè÷íó фîðìóëó пîäàюòü ó âèгëÿä³ 
y x f x a a a an( ) ( , , , ,..., )= 1 2 3 , äå a1 , a2 , a3 , …, an  – äåÿê³ 
пàðàìåòðè. Емпіричні формули – це математичні 
формули, що виражають зв’язок між змінними 
величинами, встановленими на основі дослідів, 
експериментів. Аíàë³òè÷íèé âèгëÿä åìп³ðè÷íèх 
фîðìóë ìîæíà âèâåñòè з ф³зè÷íèх, х³ì³÷íèх, åêî-
íîì³÷íèх òà ³íшèх зàëåæíîñòåé. Пðè öüîìó ÷èñ-
ëîâ³ зíà÷åííÿ âèзíà÷àюòüñÿ ëèшå зà äîпîìîгîю 
äîñë³äíèх äàíèх.

Еìп³ðè÷í³ фîðìóëè ì³ñòÿòüñÿ, íàпðèêëàä, 
â íàñòóпíèх ñфîðìóëüîâàíèх зàäà÷àх.

Задача 1. Îп³ð äîðîгè ðóхó àâòîìîб³ëÿ, шâèä-
ê³ñòü ÿêîгî v , âèðàæàºòüñÿ òàêèìè фîðìóëàìè:
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à) ñóхà гîðèзîíòàëüíà äîðîгà з òâåðäèì пîêðèò-

òÿì: f v v� � �24
2

3

1

30
2 ;

б) ñëèзüêà äîðîгà з òâåðäèì пîêðèòòÿì: 

f v v� � �28
1

4

1

50
2 ;

â) ìîêðà гðóíòîâà äîðîгà: f v v� � �36 5
3

4

1

30
2, .

Пðè ÿê³é шâèäêîñò³ íà êîæí³é äîðîз³ îп³ð бóäå 
íàéìåíшèì? [2, ñ. 27].

Задача 2. Çàëåæí³ñòü âàëîâîгî äîхîäó íà 100 гà 
ñ³ëüñüêîгîñпîäàðñüêèх óг³äü Лüâ³âñüêîї îбëàñò³ 
òà ðîзì³ðîì пëîщ³ öèх óг³äü пðèéìàº âèгëÿä 
y x x� � �9 19 8 80 1 46 2, , , , äå x  – пëîщà ñ³ëüñüêîгîñпî-
äàðñüêèх óг³äü (â òèñ. гà), y  – âàëîâèé äîх³ä íà 
100 гà ñ³ëüñüêîгîñпîäàðñüêèх óг³äü (â òèñ. êðб.). 
Пðè ÿê³é пëîщ³ гîñпîäàðñòâî ìàòèìå íàéб³ëüшèé 
äîх³ä? [1, ñ. 108].

Яê бà÷èìî, êâàäðàòè÷í³ åìп³ðè÷í³ фóíê-
ö³ї ìîæóòü îпèñóâàòè ð³зí³ åêîíîì³÷í³ ñèòóàö³ї. 
Нåзâàæàю÷è íà âåëèêèé íàóêîâèé âêëàä з пðîбëåì 
пîбóäîâè òà ìåòîä³â ðîзâ’ÿзóâàííÿ åêîíîì³÷íèх 
зàäà÷, щî ì³ñòÿòü åìп³ðè÷í³ фîðìóëè åêîíîì³÷-
íèх ñèòóàö³é, âèìàгàюòü пîäàëüшîгî äîñë³äæå-
ííÿ òà ìàòåìàòè÷íîгî îпèñó íîâèх åêîíîì³÷íèх 
ñèòóàö³é, ÿêèх ó íàñ бåзìåæíà ê³ëüê³ñòü íà êîæ-
íîìó п³äпðèºìñòâ³ ÷è âèðîбíèöòâ³, пðè÷îìó îäíà 
³ òà ñàìà åêîíîì³÷íà пðîбëåìà зàëåæèòü â³ä ì³ñöÿ 
ðîзòàшóâàííÿ п³äпðèºìñòâà, îб’ºìó п³äпðèºìñòâà, 
â³ä ð³зíèх àðгóìåíò³â, щî îпèñóюòüñÿ ìàòåìàòè÷-
íîю ìîäåëëю пî ð³зíîìó. Тîìó åêîíîì³÷íà íàóêà 
пîòðåбóº ìàòè â зàпàñ³ ÷èì пî б³ëüшå äîñë³äæåíèх 
åìп³ðè÷íèх фîðìóë.

Виклад основного матеріалу. У пðîöåñ³ âèâ÷å-
ííÿ ð³зíèх пèòàíü пðèðîäîзíàâñòâà, åêîíîì³êè, 
òåхí³êè, ñîö³îëîг³ї, пåäàгîг³êè äîâîäèòüñÿ íà 
îñíîâ³ âåëèêîї ê³ëüêîñò³ äîñë³äíèх äàíèх âèÿâèòè 
ñóòòºâ³ фàêòîðè, ÿê³ âпëèâàюòü íà äîñë³äæóâàíèé 
îб’ºêò, à òàêîæ âñòàíîâèòè фîðìó зâ’ÿзêó ì³æ 
ð³зíèìè зâ’ÿзàíèìè ì³æ ñîбîю âåëè÷èíàìè. Пðè 
ðîзâ’ÿзóâàíí³ òàêèх пðèêëàäíèх зàäà÷ ÷àñòî âèíè-
êàº ñèòóàö³ÿ, êîëè àíàë³òè÷íèé âèгëÿä фóíêö³é, 
ÿêèé зàäàº фóíêö³îíàëüíó зàëåæí³ñòü, íåâ³äîìèé, 
àëå öÿ фóíêö³ÿ зàäàºòüñÿ òàбëè÷íî àбî гðàф³÷íî.

Нåхàé ó ðåзóëüòàò³ äîñë³äæåíü ä³ñòàëè òàêó 
òàбëèöю äåÿêîї фóíêö³îíàëüíîї зàëåæíîñò³:

Тàбëèöÿ 1

x x1 x2 x3
… xi … xn−1 xn

y y1 y2 y3
… yi … yn−1 yn

Тàê³ òàбëèö³ îòðèìóюòü â ðåзóëüòàò³ ñпîñòå-
ðåæåííÿ, äîñë³ä³â (åêñпåðèìåíò³â), òîìó їх íàзè-
âàюòü емпіричними. Пîñòàº зàâäàííÿ зà äîпîìî-
гîю åìп³ðè÷íèх òàбëèöü зíàéòè âèä фóíêö³ї. Аëå 
зíà÷åííÿ yi  ä³ñòàюòü ó ðåзóëüòàò³ åêñпåðèìåíòó, 
à âîíè, ÿê пðàâèëî, ñóìí³âí³, òî â öüîìó ðàз³ 
зàäà÷à ³íòåðпîëюâàííÿ òàбëè÷íîї фóíêö³ї âòðà÷àº 
ñìèñë. Тîìó шóêàюòü òàêó фóíêö³ю y F x= ( ) , зíà-
÷åííÿ ÿêîї пðè x xi=  äîñèòü бëèзüê³ äî òàбëè÷íèх 
зíà÷åíü yi , i n=1 2 3, , ,..., . Фîðìóëó y F x= ( )  íàзè-
âàюòü емпіричною. Її íå âèâîäÿòü òåîðåòè÷íî, ³, 
ÿê пðàâèëî, íå ìàº îñîбëèâîгî ñìèñëó â íàóêî-
âîìó ðîзóì³íí³. Фîðìóëó òàêîї зàëåæíîñò³ íàäàº 
äîñë³äíèê. Аëå ö³ фîðìóëè ìàюòü âåëèêå пðàê-
òè÷íå зíà÷åííÿ, âäàëî п³ä³бðàíà åìп³ðè÷íà фîð-
ìóëà äàº зìîгó íå ò³ëüêè àпðîêñèìóâàòè ñóêóп-
í³ñòü åêñпåðèìåíòàëüíèх äàíèх, «згëàäæóю÷è» 
зíà÷åííÿ âåëè÷èíè y , à é åêñòðàпîëюâàòè зíà-
éäåíó зàëåæí³ñòü íà ³íш³ пðîì³æêè зíà÷åíü x .

Пîбóäîâà åìп³ðè÷íîї фîðìóëè ñêëàäàºòüñÿ 
з äâîх åòàп³â:

1) âèбîðó âèäó фóíêö³ї f x( ) ;
2) âèзíà÷åííÿ пàðàìåòð³â, ÿê³ âхîäÿòü äî 

âèðàзó f x( )  òàê, щîб фóíêö³ÿ f x( )  íàéêðàщå â³ä-
пîâ³äàëà íàшèì âèìîгàì.

Нà пåðшîìó åòàп³ âèгëÿä фóíêö³ї f x( )  âäàºòüñÿ 
âèзíà÷èòè з гðàф³êà, ÿêèé пîбóäîâàíèé зà åêñпå-
ðèìåíòàëüíèìè зíà÷åííÿìè ö³ºї фóíêö³ї. Çîêðåìà 
ìîæå òðàпèòèñÿ, щî òî÷êè ( ; )x y1 1 , ( ; )x y2 2 , ( ; )x y3 3 , 
…, ( ; )x yn n  ðîзòàшîâàí³ ìàéæå íà îäí³é пðÿì³é. ²з 
пîбóäîâàíîгî гðàф³êà âäàºòüñÿ пðèбëèзíî пåðåä-
бà÷èòè âèä фóíêö³ї, пîð³âíÿâшè äàíèé гðàф³ê 
з гðàф³êîì â³äîìèх êðèâèх ë³í³é (îêðåì³ íåпðà-
âèëüíîñò³ пðè öüîìó íå âðàхîâóюòüñÿ). Ê³ëüê³ñòü 
пàðàìåòð³â п³äбèðàюòü òàê, щîб åìп³ðè÷íà фîð-
ìóëà íàéêðàщå â³äîбðàæàëà ðåзóëüòàòè ñпîñòå-
ðåæåíü ³ бóëà äîñèòü пðîñòîю. Дëÿ зàäà÷ òàêîгî 
òèпó ³íòåðпîëюâàííÿ íåпðèäàòíå.

Â ³íшèх âèпàäêàх, íå êîðèñòóю÷èñü åñê³зàìè 
гðàф³êà, âèзíà÷èòè âèä фóíêö³ї ìîæíà з äåÿ-
êèх äîäàòêîâèх ì³ðêóâàíü. Çîêðåìà, ðîзгëÿíåìî 
фóíêö³ї y ax b� � , y ax bx c� � �2 , òîщî, òà пîêà-
æåìî, ÿê ñàìå ³íшèì ñпîñîбîì (ìåòîäîì òàбëè÷-
íèх ð³зíèöü) ìîæíà âèзíà÷èòè âèä фóíêö³ї.

Побудова лінійної емпіричної формули. Яê 
óæå âñòàíîâëåíî âзàºìíà â³äпîâ³äí³ñòü ì³æ âñ³ìà 
пðÿìèìè, ÿê³ íå пàðàëåëüí³ äî îñåé êîîðäèíàò, 
зàпèñóºòüñÿ фîðìóëîю y ax b� � , äå a ≠ 0  ³ b ≠ 0 . 
Çíàю÷è фîðìóëó y ax b� � , ìîæåìî âèзíà÷èòè зíà-
÷åííÿ фóíêö³ї, ÿêщî зàäàíî зíà÷åííÿ àðгóìåíòó. 
Îòîæ, ìîæåìî ñêëàñòè òàбëèöю зíà÷åíü фóíêö³ї 
äëÿ бàгàòüîх зíà÷åíü àðгóìåíòó. Цÿ òàбëèöÿ бóäå 
ìàòè òàêèé âèгëÿä:

Тàбëèöÿ 2
x x0 x1 x2

… xn−1 xn
y ax b0 + ax b1 + ax b2 + … ax bn� �1 ax bn +

Ìè зàâæäè бóäåìî бðàòè òàê³ зðîñòàю÷³ 
зíà÷åííÿ àðгóìåíòó x0 , x1 , x2 , …, xn−1 , xn ,  
щîб ð³зíèöÿ ì³æ ñóñ³äí³ìè зíà÷åííÿìè àðгó-
ìåíòó бóëà ñòàëîю. Цю âåëè÷èíó бóäåìî íàзè-
âàòè кроком таблиці ³ пîзíà÷àòè її бóêâîю h : 
h x x x x x xn n� � � � � � � �1 0 2 1 1... . Тàê³ òàбëèö³ íîñÿòü 
íàзâó таблиць із сталим кроком. Пðè ö³é óìîâ³ 
òàбëèöю 2 ìîæåìî пåðåпèñàòè òàê:

Ââåäåìî пîíÿòòÿ òàбëè÷íîї ð³зíèö³.
Табличною різницею першого порядку ∆y  íàзè-

âàºòüñÿ ð³зíèöÿ ì³æ äâîìà ñóñ³äí³ìè òàбëè÷íèìè 
зíà÷åííÿìè фóíêö³ї

�y y yi i i� ��1 .                       (1)

Дî òàбëèö³ 3 äîäàìî ðÿäîê òàбëè÷íèх ð³зíèöü. 
Тîä³ âîíà ìàòèìå âèгëÿä:

Яê бà÷èìî, â òàбëèö³ 4 з ñòàëèì êðîêîì h  
ë³í³éíîї фóíêö³ї y ax b� �  ð³зíèö³ пåðшîгî пîðÿäêó 
�y ah�  зàâæäè ñòàë³. Б³ëüш òîгî, зà âåëè÷èíîю 
òàбëè÷íîї ð³зíèö³ ∆y  ìîæíà âèзíà÷èòè її êîåф³-
ö³ºíò a  пðè àðгóìåíò³ ë³í³éíîї фóíêö³ї, òîбòî 

a
y

h

y y

h
i i� �
� �� 1 . Аëå зà öèìè äàíèìè íå ìîæíà 

âèзíà÷èòè â³ëüíèé ÷ëåí b  ë³í³éíîї фóíêö³ї.
²з ðîзгëÿíóòîї òàбëèö³ 4 ìîæíà ñфîðìóëюâàòè 

âàæëèâå òâåðäæåííÿ.
Теорема 1. Якщо функція із сталим зрос-

таючим аргументом h x xi i� ��1  є лінійною, то 
таблична різниця першого порядку завжди є ста-
лою �y ah� .

Нà äðóгîìó åòàп³ пîбóäîâè åìп³ðè÷íîї фîðìóëè 
â³äбóâàºòüñÿ âèзíà÷åííÿ пàðàìåòð³â ë³í³éíîї фóíê-
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ö³ї. Щîб âèзíà÷èòè пàðàìåòðè åìп³ðè÷íîї фîð-
ìóëè ÷àñòî зàñòîñîâóюòü ìåòîä íàéìåíшèх êâàäðà-
ò³â. Цåé ìåòîä зàпðîпîíóâàëè â³äîì³ ìàòåìàòèêè 
Ê. Гàóññ ³ А. Лåæàíäð. Пðîòå ìè бóäåìî êîðèñòó-
âàòèñÿ äîñèòü пðîñòèì методом вибраних точок.

Ç ö³ºю ìåòîю ñфîðìóëюºìî ³ äîâåäåìî îбåðíåíå 
òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 1.

Теорема 2. Якщо табличні різниці першого 
порядку �y ah�  у функції є сталими при сталому 
зростанні h  аргументу, то така функція є лінійною.

Â³äì³òèìî, щî òàбëè÷íà ð³зíèöÿ �y ah�  
º хàðàêòåðíîю âëàñòèâ³ñòю ë³í³éíîї фóíêö³ї 
y ax b� � . Дîâåäåìî öю òåîðåìó.

Нåхàé ìàºìî äåÿêó òàбëèöю з³ ñòàëèì êðîêîì 
h x xi i� ��1  ³ ñòàëîю ð³зíèöåю пåðшîгî пîðÿäêó 
�y y y ahi i� � ��1 . Дîâåäåìî, щî âñ³ її зíà÷åííÿ íàëå-
æàòü äåÿê³é ë³í³éí³é фóíêö³ї. Дëÿ öüîгî âèбåðåìî 
äîâ³ëüí³ äâ³ пàðè зíà÷åíü ( ; )x yi i ³ ( ; )x yi i+ +1 1 .

Îñê³ëüêè x x h xi i� � � �1 � , à y y ah yi i� � � �1 � , òî 

a
y

h

y y

x x
i i

i i

� �
�
�

�

�

� 1

1

, äå i n� �1 2 3 1, , ,..., . Îòæå, a  – ñòàëà 

âåëè÷èíà.
Яêщî a  – ñòàëà âåëè÷èíà, òî зàëåæí³ñòü ì³æ 

x  ³ y  ë³í³éíà, бî òî÷êè ( ; )x yi i  íàëåæàòü îäí³é 
пðÿì³é y ax b� � .

Щîб âèзíà÷èòè â³ëüíèé ÷ëåí b , äîñòàòíüî, 
êîðèñòóю÷èñü òàбëèöåю 3 òà зíà÷åííÿì пàðàìåòðà 
a , зàпèñàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü

ax b y

a
y y

x x

0 0

1 0

1 0

� �

�
�
�

�

�
�

�
�

,

,

зâ³äêè

b y
y y

x x
x� �

�
�0

1 0

1 0
0 .

Ñë³ä â³äì³òèòè, щî ÿêщî òàбëè÷í³ ð³зíèö³ 
ð³зí³, àëå ìàюòü íå âåëèê³ â³äхèëåííÿ, òî âèêî-
ðèñòîâóюòü ñåðåäíº їх зíà÷åííÿ зà фîðìóëîю

� �y
n

yi
i

n

�
�
�1

1

.

Ðîзгëÿíåìî öå íà êîíêðåòíîìó пðèêëàä³.
Задача 3. Щîб ñêëàñòè ð³÷íèé пëàí зàâîäó åêî-

íîì³ñò âèðîбíèöòâà âèð³шèâ íà îäíîìó з öåх³â 
зàâîäó âñòàíîâèòè зàëåæí³ñòü ì³æ ñòàæåì ðîб³ò-
íèê³â ³ їх âèгîòîâëåííÿì ê³ëüêîñò³ äåòàëåé, ÿêà 
âèðàæàºòüñÿ íàñòóпíèì ÷èíîì:

Тàбëèöÿ 5
Стаж роботи  

( x  років) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Âèгîòîâëåíà 
ê³ëüê³ñòü äåòàëåé 
зà зì³íó ( y  шòóê)

70 74 79 83 88 92 97 103 109 115

�y y yi i� � �1
4 5 4 5 4 5 6 6 6

Чè ìîæíà, êîðèñòóю÷èñü ö³ºю òàбëèöåю, 
ñêëàñòè àíàë³òè÷íèé âèðàз ë³í³éíîї фóíêö³ї?

Розв’язання. Пåðåâ³ðèìî зàäàíó â òàб - 
ëèö³ 5 зàëåæí³ñòü íà ë³í³éí³ñòü. Îñê³ëüêè  

h x x x x x x� � � � � � �2 1 3 2 10 9 1...  ³ �y � � � � � � � � � �
1

9
4 5 4 5 4 5 6 6 6 5( ) 

�y � � � � � � � � � �
1

9
4 5 4 5 4 5 6 6 6 5( ) , òî зàëåæí³ñòü зг³äíî з òåîðå-

ìîю 2 ì³æ ñòàæåì ðîбîòè òà ê³ëüê³ñòю âèгîòîâëå-
íèх äåòàëåé º ë³í³éíîю: y ax b� � .

Â³äпîâ³äü íà зàпèòàííÿ, пîñòàâëåíå â зàäà÷³, 
º îäíîзíà÷íîю. Дëÿ öüîгî äîñòàòíüî, ñêîðèñòàâ-
шèñü äâîìà зíà÷åííÿìè x  ³ y  з òàбëèö³ 5, ñêëàñòè 
ñèñòåìó ³з äâîх ð³âíÿíü з íåâ³äîìèìè a  ³ b :

74 2

79 3

� �
� �

�
�
�

a b

a b

,

;

зâ³äêè a = 5 , b = 64 . Îòæå, y x� �5 64 , äå x  íàëå-
æèòü äî â³äð³зêà [ ; ]1 10 .

Побудова квадратичної емпіричної формули. 
Ðîзгëÿíåìî åëåìåíòàðíó фóíêö³ю, пîäàíó зà 
äîпîìîгîю àíàë³òè÷íîї фîðìóëè y ax bx c� � �2 . Ìè 
зíàºìî, щî êîæíîìó зíà÷åííю àðгóìåíòó x  â³ä-
пîâ³äàº ºäèíå зíà÷åííÿ y , òîбòî ââàæàºìî, щî x  
³ y  пîâ’ÿзàí³ ñп³ââ³äíîшåííÿì y ax bx c� � �2 , äå 
a ≠ 0 . Ñòàâèòüñÿ зàâäàííÿ:

à) зíàéòè âèä фóíêö³ї; б) зíàéòè пàðàìåòðè 
фóíêö³ї.

Ñêëàäåìî òàбëèöю зíà÷åíü фóíêö³ї пðè ñòàëîìó 
зðîñòàíí³ h  àðгóìåíòó x . Çíàéäåìî òàбëè÷íó ð³з-
íèöю ∆y  ì³æ äâîìà ñóñ³äí³ìè òàбëè÷íèìè зíà-
÷åííÿìè фóíêö³ї �y y yi i� � �1 . Îñê³ëüêè ð³зíèö³ ∆y  
âèÿâëÿюòüñÿ ð³зíèìè, òî зíàéäåìî äðóгó òàбëè÷íó 
ð³зíèöю ∆2 y  ì³æ äâîìà ñóñ³äí³ìè òàбëè÷íèìè 
зíà÷åííÿìè пåðшîї ð³зíèö³ � � �2

1y y yi i� �� .
Ðîзгëÿíåìî ìåòîä òàбëè÷íèх ð³зíèöü êâàäðà-

òè÷íîї фóíêö³ї y ax bx c� � �2 .
Яê бà÷èìî з òàбëèö³ 6, пåðшà òàбëè÷íà ð³з-

íèöÿ ∆y  зàëåæèòü â³ä їх íîìåðà n  ³ â³ä àðгóìåíòó 
x ; âîíè ð³зí³. Дðóгà ð³зíèöÿ ∆2 y  íå зàëåæèòü â³ä 
íîìåðà n  ³ â³ä àðгóìåíòó x , òîбòî º ñòàëîю äëÿ 
âñ³ºї òàбëèö³ 6:

�2 22y ah� .                       (2)

Цÿ ð³зíèöÿ ∆2 y  íàзèâàºòüñÿ різницею другого 
порядку. Îòæå, ìè äîâåëè íàñòóпíó òåîðåìó.

Теорема 3. Будь-яка квадратична функція 
зі сталим кроком h  (приростом аргументу x) 
завжди має сталу різницю другого порядку ∆2 y .

Пðàâèëüíîю бóäå é îбåðíåíà òåîðåìà.
Теорема 4. Якщо функція зі сталим кроком 

h  (приростом аргументу x ) має сталу різницю 
другого порядку ∆2 y , то всі її значення належать 
деякій квадратичній функції.

Дîâåäåííÿ òåîðåìè 4 âèêîíàºìî íàñòóпíèì ÷èíîì.
Нåхàé зàäàíà òàбëèöÿ 6 з³ ñòàëèì êðîêîì h  

ìàº ñòàëó ð³зíèöю äðóгîгî пîðÿäêó ∆2 y . Êîðèñ-
òóю÷èñü пåðшèìè òðüîìà âóзëàìè ( ; )x y0 0 , ( ; )x y1 1  
³ ( ; )x y2 2  ñêëàäåìî àíàë³òè÷íèé âèðàз фóíêö³ї 

Тàбëèöÿ 3

x x h0 + x h0 2+ x h0 3+ … x n h0 1� �( ) x nh0 +

y ax ah b0 + + ax ah b0 2+ + ax ah b0 3+ + … ax n ah b0 1� � �( ) ax nah b0 + +

Тàбëèöÿ 4

x x h0 + x h0 2+ x h0 3+ … x n h0 1� �( ) x nh0 +

y ax ah b0 + + ax ah b0 2+ + ax ah b0 3+ + … ax n ah b0 1� � �( ) ax nah b0 + +

∆y ah ah … ah ah
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y ax bx c� � �2 . Дàë³ ñêëàäåìî òàбëèöю зíà÷åíü ö³ºї 
фóíêö³ї з òèìè ñàìèìè зíà÷åííÿìè àðгóìåíòó, 
щî é â зàäàí³é òàбëèö³ 6. Пåðш³ òðè âóзëè íîâîї 
òàбëèö³ бóäóòü зб³гàòèñÿ з пåðшèìè òðüîìà âóз-
ëàìè âèх³äíîї òàбëèö³. Ð³зíèöÿ äðóгîгî пîðÿäêó 
∆2 y  бóäå â îбîх òàбëèöÿх îäíàêîâà. Âñòàíîâëю-
ю÷è зà öèìè äàíèìè зíà÷åííÿ y  äðóгîї òàбëèö³, 
ìè ëèшå â³äòâîðèìî зàäàíó òàбëèöю.

Щîб âèзíà÷èòè пàðàìåòðè a , b  ³ c  ö³ºї êâàäðà-
òè÷íîї фóíêö³ї, пîòð³бíî ìåòîäîì âèбðàíèх òî÷îê 
ñêëàñòè ñèñòåìó òðüîх ð³âíÿíü з öèìè íåâ³äîìèìè 
³ ðîзâ’ÿзàòè її. Âèбðàâшè òðè пàðè зíà÷åíü ( ; )x y0 0 ,  
( ; )x y1 1  ³ ( ; )x y2 2 , ñêëàäåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü:

ax bx c y

ax bx c y

ax bx c y

0
2

0 0

1
2

1 1

2
2

2 2

� � �

� � �

� � �

�

�
�

�
�

,

,

.

                     (3)

Îñê³ëüêè ñêëàäåíà òàбëèöÿ êâàäðàòè÷íîї 
фóíêö³ї з³ ñòàëèì êðîêîì h  ìàº ñòàëó ð³зíèöю 
äðóгîгî пîðÿäêó �2 22y ah� , òî ìîæíà âèзíà÷èòè 
пàðàìåòð a .

Â òàбëèö³ 6 ìàºìî �2 22y ah� , зâ³äêè

a
y

h
�
�2

22
.                           (4)

П³äñòàâèâшè â ñèñòåìó ð³âíÿíü (3) пåðшèх 

äâîх ð³âíÿíü зàì³ñòü a  âèðàз 
∆2

22

y

h
, ä³ñòàíåìî ñèñ-

òåìó ð³âíÿíü

�

�

2

2 0
2

0 0

2

2 1
2

1 1

2

2

y

h
x bx c y

y

h
x bx c y

� � �

� � �

�

�
��

�
�
�

,

.

                   (5)

Дðóгå ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (5) пîìíîæèìî íà (–1) 
³ äîäàìî äî íüîгî пåðшå ð³âíÿííÿ, ä³ñòàíåìî

�2

2 0
2

1
2

0 1 0 12

y

h
x x b x x y y( ) ( )� � � � � .

Âðàхóâàâшè òå, щî �y y y� �1 0 , h x x� �1 0 , 
³ ñпðîñòèâшè öå ð³âíÿííÿ, ä³ñòàíåìî:

b
h y y x x

h
�

� �2

2

2
0 1

2

� � ( )
.                 (6)

²з пåðшîгî ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (5) ä³ñòàíåìî

c y
yx h yx y x x x

h
� �

� � �
0

2
0
2

0
2

0 1 0
2

2

2

� � � ( )
.       (7)

Çíàìåííèêè âèðàз³â (4), (6) ³ (7) äëÿ пàðàìåòð³â
a , b , ³ c  íå äîð³âíююòü íóëю. Îòæå, пàðàìåòðè
a , b , ³ c  ñèñòåìè ð³âíÿíü (3) âèзíà÷àюòüñÿ îäíî-
зíà÷íî.

Ñåðåä òðàíñпîðòíèх зàäà÷, íàéðàö³îíàëüí³ш³ 
з åêîíîì³÷íîгî пîгëÿäó, âàæëèâå ì³ñöå зàéìàюòü 
зàäà÷³, â ÿêèх éäå ìîâà пðî íàéðàö³îíàëüí³ш³ ñпî-
ñîбè шëÿх³â ñпîëó÷åííÿ îб’ºêò³â. Еëåìåíòàðíèì 
пðèêëàäîì ìîæå бóòè íàñòóпíà зàäà÷à.

Задача 4. Яêà ìàêñèìàëüíà ê³ëüê³ñòü шëÿх³â 
ñпîëó÷åííÿ ìîæå бóòè ì³æ îб’ºêòàìè, ÿê³ ðîзì³-
щåí³ ó âåðшèíàх îпóêëîгî n -êóòíèêà?

Розв’язування. Пðîâåäåìî ñåð³ю óÿâíèх «åêñ-
пåðèìåíò³â».

Ñпîñòåðåæåííÿ: à) òðè îб’ºêòè ñпîëó÷åí³ 
3-ìà шëÿ хàìè; б) ÷îòèðè îб’ºêòè ñпîëó÷åí³ 6-ìà шëÿ-
хàìè. â) п’ÿòü îб’ºêò³â ñпîëó÷åí³ 10-ìà шëÿ-
хàìè; г) ш³ñòü îб’ºêò³â ñпîëó÷åí³ 15-ìà шëÿхàìè; 
ä) ñ³ì îб’ºêò³â ñпîëó÷åí³ 21-èì шëÿхîì.

Щîб â зàгàëüíîìó äàòè â³äпîâ³äü íà зàпèòàííÿ, 
ÿêå пîñòàâëåíå â зàäà÷³, ìîæå äîпîìîгòè ìåòîä 
òàбëè÷íèх ð³зíèöü. Ñêëàäåìî òàбëèöю.

Тàбëèöÿ 7
Кількість об’єктів ( n ) 3 4 5 6 7

Ê³ëüê³ñòü шëÿх³â ñпîëó÷åííÿ ( k ) 3 6 10 15 21

Тàбëè÷í³ ð³зíèö³
∆k 3 4 5 6

∆2k 1 1 1

Яê бà÷èìî, ð³зíèöÿ äðóгîгî пîðÿäêó �2 1k �  – 
ñòàëà âåëè÷èíà. Îòæå, фîðìóëà, ÿêà âèзíà÷àº ìàê-
ñèìàëüíó ê³ëüê³ñòü шëÿх³â ñпîëó÷åííÿ îб’ºêò³â 
зг³äíî з òåîðåìîю 4 âèðàæàºòüñÿ фîðìóëîю 
k n an bn c( ) � � �2 .

Çàëèшàºòüñÿ, ìåòîäîì âèбðàíèх òî÷îê, âèзíà-
÷èòè зíà÷åííÿ пàðàìåòð³â a , b , ³ c . Êîðèñòóю-
÷èñü ÷èñëàìè ðîзì³щåíèх ó òàбëèö³ 7, зàпèшåìî 
ñèñòåìó ð³âíÿíü:

16 4 6

25 5 10

36 6 15

a b c

a b c

a b c

� � �
� � �
� � �

�

�
�

�
�

,

,

.

                      (8)

Ðîзâ’ÿзóю÷è öю ñèñòåìó, ä³ñòàíåìî: a = 0 5, , 
b � �0 5,  ³ c = 0 . Îòæå,

k n
n n

( ) �
�2

2
.                        (9)

Фîðìóëà (9) º пðàâèëüíîю äëÿ îпèñàíèх «åêñ-
пåðèìåíò³â». Дëÿ òîгî, щîб âîíà бóëà пðàâèëüíîю 
äëÿ äîâ³ëüíîгî íàòóðàëüíîгî ÷èñëà n , зàëèшà-
ºòüñÿ п³äòâåðäèòè її пðàâèëüí³ñòü ìåòîäîì ìàòå-
ìàòè÷íîї ³íäóêö³ї.

Дëÿ n = 3 , 4, 5, 6 ³ 7 фîðìóëà (9) º пðàâèëüíîю. 
Нåхàé âîíà бóäå пðàâèëüíîю äëÿ n m=  îб’ºêò³â, 
òîбòî k m am bm c( ) � � �2 . Дîâåäåìî, щî öÿ фîð-
ìóëà бóäå пðàâèëüíîю пðè n m� �1 . Тîä³ ê³ëüê³ñòü 

Тàбëèöÿ 6

x y ax bx c� � �2 ∆y ∆2 y

x0 y ax bx c0 0
2

0� � �

x h0 + y a x h b x h c1 0
2

0� � � � �( ) ( ) 2 0
2ahx ah bh+ +

x h0 2+ y a x h b x h c2 0
2

02 2� � � � �( ) ( ) 2 30
2ahx ah bh+ + 2 2ah

x h0 3+ y a x h b x h c3 0
2

03 3� � � � �( ) ( ) 2 50
2ahx ah bh+ + 2 2ah

... … … …

x hn − y a x h b x h cn n n� � � � � �1
2( ) ( ) 2 3 2ahx ah bhn � � 2 2ah

xn y ax bx cn n n� � �2 2 2ahx ah bhn � � 2 2ah
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шëÿх³â, ÿê³ ñпîëó÷àюòü îб’ºêòè, зб³ëüшóºòüñÿ íà 
÷èñëî m . Тîбòî

k m k m m
m m

m
m m

( ) ( )
( ) ( )

� � � �
�

� �
� � �

1
2

1 1

2

2 2

.

Îòæå, фîðìóëà (9) º пðàâèëüíîю äëÿ âñ³х íàòó-
ðàëüíèх ÷èñåë, ÿê³ âêàзóюòü íà ê³ëüê³ñòü шëÿх³â 
ñпîëó÷åííÿ n  îб’ºêò³â.

Ðÿä зàäà÷ åêîíîì³êè зâîäèòüñÿ äî зíàхîäæåííÿ 
íàéâèг³äí³шèх, àбî, ÿê êàæóòü, îпòèìàëüíîгî 
âàð³àíòó пëàíóâàííÿ âèðîбíè÷èх пðîöåñ³â. Нàâå-
äåìî åëåìåíòàðíèé пðèêëàä, пîâ’ÿзàíèé з òîðг³â-
ëåю, òàêîї зàäà÷³.

Задача 5. Дëÿ âèзíà÷åííÿ пîпèòó íà ÷îëîâ³÷å 
âзóòòÿ â îäíîìó ³з ìàгàзèí³â íà пðîхàííÿ âèðîб-
íèêà âзóòòºâîї фàбðèêè, пðîâåëè ñпîñòåðåæåííÿ 
пðîòÿгîì òèæíÿ зà пðîäàíèì âзóòòÿì, ðåзóëüòàòè 
ÿêîгî пîäàí³ â òàбëèö³.

Тàбëèöÿ 8

Розмір взуття ( n ) 38 39 40 41 42 43 44

Ê³ëüê³ñòü пðîäàíîгî 
âзóòòÿ ( k ) 2 12 18 20 18 12 2

Âñòàíîâ³òü зàëåæí³ñòü ì³æ ðîзì³ðàìè âзóòòÿ 
³ ê³ëüê³ñòю пðîäàíîгî âзóòòÿ. Ñê³ëüêè âзóòòÿ êîæ-
íîгî ðîзì³ðó òðåбà âèгîòîâèòè äëÿ 20 000 íàñå-
ëåííÿ?

Дëÿ âèзíà÷åííÿ зàëåæíîñò³ ì³æ зì³ííèìè n  
³ k  пîбóäóºìî òàбëèöю òàбëè÷íèх ð³зíèöü.

Тàбëèöÿ 9
n 38 39 40 41 42 43 44

k 2 12 18 20 18 12 2

∆k 10 6 2 –2 –6 –10

∆2k –4 –4 –4 –4 –4

Îñê³ëüêè h =1  – ñòàëå ÷èñëî ³ ð³зíèöÿ äðóгîгî 
пîðÿäêó ( �2 4k � � ) òàêîæ º ñòàëèì ÷èñëîì, òî 
зг³äíî з òåîðåìîю 4, зàëåæí³ñòü ì³æ n  ³ k  âèðà-
æàºòüñÿ êâàäðàòè÷íîю фóíêö³ºю:

k n an bn c( ) � � �2 .

Ç ìåòîю âèзíà÷åííÿ зíà÷åííÿ пàðàìåòð³â a , b
, ³ c  пîòð³бíî ìåòîäîì âèбðàíèх òî÷îê ñêëàñòè 
³ ðîзâ’ÿзàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü:

1444 38 2

1521 39 12

1600 40 18

a b c

a b c

b c

� � �
� � �
� � �

�

�
�

�
�

,

,

.

                 (10)

Â ðåзóëüòàò³ ðîзâ’ÿзóâàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü 
(10) зíàхîäèìî зíà÷åííÿ пàðàìåòð³â: a � �2 , 
b =164 , c � �3342 . Ð³âíÿííÿ зâ’ÿзêó ì³æ íîìåðîì 
âзóòòÿ òà ê³ëüê³ñòю пðîäàíîгî âзóòòÿ êîæíîгî 
ðîзì³ðó íàбóâàº âèгëÿäó:

k n n n( ) � � � �2 164 33422 , 

àбî k n n( ) ( )� � �20 2 41 2 , 38 44≤ ≤n .       (11)

Ê³ëüê³ñòü âзóòòÿ êîæíîгî ðîзì³ðó äëÿ 
20000 æèòåë³â âèзíà÷àºòüñÿ фîðìóëîю

k n
n

( )
( )

�
� �

�
20 2 41

84
20000

2

.

Îòæå, фîðìóëà (11) º пðàâèëüíîю äëÿ âñ³х îпè-
ñàíèх «åêñпåðèìåíò³â».

Ðîзгëÿíåìî щå äâ³ íàñòóпí³ âзàºìîпîâ’ÿзàí³ 
ì³æ ñîбîю зàäà÷³. Çàäà÷à 7 º пðîäîâæåííÿì 
зàäà÷³ 6.

Задача 6. Âèзíà÷òå, íà ÿêó ìàêñèìàëüíó ê³ëü-
ê³ñòü ð³зíîêîëüîðîâèх ÷àñòèí k  ìîæíà ðîзпîä³-
ëèòè пëîщèíó n  пðÿìèìè.

Розв’язування. Дîâåäåìî, щî k  бóäå íàéб³ëü-
шèì, ÿêщî í³ÿê³ äâ³ пðÿì³ íå бóäóòü пàðàëåëü-
íèìè é í³ÿê³ òðè пðÿì³ íå бóäóòü пåðåòèíàòèñÿ 
â îäí³é òî÷ö³.

Пðîâåäåìî ñåð³ю óÿâíèх «åêñпåðèìåíò³â».
Ñпîñòåðåæåííÿ: à) îäíà пðÿìà ä³ëèòü пëîщèíó 

íà 2 ÷àñòèíè; б) äâ³ пðÿì³ ä³ëÿòü пëîщèíó íà 4 
÷àñòèíè; â) òðè пðÿì³ ä³ëÿòü пëîщèíó íà 7 ÷àñ-
òèí; г) ÷îòèðè пðÿì³ ä³ëÿòü пëîщèíó íà 11 ÷àñ-
òèí.

Щîб â зàгàëüíîìó äàòè â³äпîâ³äü íà зàпèòàííÿ, 
ÿêå пîñòàâëåíî â зàäà÷³, ìîæå äîпîìîгòè ìåòîä 
òàбëè÷íèх ð³зíèöü. Ñêëàäåìî òàбëèöю.

Тàбëèöÿ 10
Кількість прямих 

( n ) 1 2 3 4

Ê³ëüê³ñòü ÷àñòèí 
( k ) 2 4 7 11

∆k 2 3 4

∆2k 1 1

Яê бà÷èìî, ð³зíèöÿ äðóгîгî пîðÿäêó ∆2k  ñòàëà 
âåëè÷èíà Îòæå, фîðìóëà, ÿêà âèзíà÷àº ìàêñè-
ìàëüíó ê³ëüê³ñòü ð³зíîêîëüîðîâèх ÷àñòèí пëî-
щèíè, ðîзä³ëåíèх n  пðÿìèìè, âèðàæàºòüñÿ êâà-
äðàòè÷íîю фóíêö³ºю:

P n an bn c2
2( ) � � � .

Çàëèшàºòüñÿ, ìåòîäîì âèбðàíèх òî÷îê, âèзíà-
÷èòè зíà÷åííÿ пàðàìåòð³â a , b , ³ c . Êîðèñòóю÷èñü 
÷èñëàìè òàбëèö³ 10, зàпèшåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü:

a b c

a b c

a b c

� � �
� � �
� � �

�

�
�

�
�

2

4 2 4

9 3 7

,

,

.

                    (12)

Ðîзâ’ÿзóю÷è ñèñòåìó (12), ä³ñòàíåìî a = 0 5, , 
b = 0 5, , c =1 .

Îòæå, фîðìóëà P n an bn c2
2( ) � � �  ìàòèìå âèгëÿä

P n
n n

2

2 2

2
( ) �

� �
.                  (13)

Фîðìóëà (13) º пðàâèëüíîю äëÿ îпèñàíèх «åêñ-
пåðèìåíò³â». Дëÿ òîгî, щîб öÿ фîðìóëà бóëà 
пðàâèëüíîю äëÿ äîâ³ëüíîгî íàòóðàëüíîгî ÷èñëà, 
пîòð³бíî п³äòâåðäèòè її пðàâèëüí³ñòü ìåòîäîì 
ìàòåìàòè÷íîї ³íäóêö³ї.

Дëÿ n =1 , 2, 3, 4 фîðìóëà º пðàâèëüíîю. Нåхàé 
âîíà бóäå пðàâèëüíîю äëÿ n m=  пðÿìèх, ³з ÿêèх 
í³ÿê³ äâ³ пðÿì³ íå пàðàëåëüí³ é í³ÿê³ òðè íå пåðå-
òèíàюòüñÿ â îäí³é òî÷ö³. Пðîâåäåìî щå îäíó 
( )m +1 -шó пðÿìó. Âîíà пåðåòíå m  пðÿìèх â m  ð³з-
íèх òî÷êàх ³ ö³ òî÷êè ðîзä³ëÿòü її íà m +1  ÷àñòèí  
( m −1 â³äð³зê³â ³ äâà пðîìåí³). Êîæíà òàêà ÷àñòèíà 
ä³ëèòü ³ñíóю÷ó ÷àñòèíó пëîщèíè íà äâ³ ÷àñòèíè, 
òîбòî äî ³ñíóю÷èх ÷àñòèí пëîщèíè äîäàºòüñÿ щå 
m +1  ÷àñòèí пëîщèíè. Тîìó

P m P m m
m m

m
m m

2 2

2 2

1 1
2

2
1

1 1 2

2
( ) ( ) ( )

( ) ( )
� � � � �

� �
� � �

� � � � .

Îòæå, фîðìóëà (13) º пðàâèëüíîю äëÿ äîâ³ëü-
íîгî íàòóðàëüíîгî ÷èñëà n .

Яê бà÷èìî, ìåòîä òàбëè÷íèх ð³зíèöü äîпîì³г 
âèêîíàòè äîñèòü âàæëèâó ÷àñòèíó ðîбîòè – пîбó-
äóâàòè г³пîòåзó, ³ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîї ³íäóê-
ö³ї п³äòâåðäèòè її пðàâèëüí³ñòü, ÿê фîðìóëó äëÿ 
íàòóðàëüíîгî ÷èñëà.
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Âèщå бóëî ðîзгëÿíóòî ìåòîäèêó пîбóäîâè åìп³-
ðè÷íèх фóíêö³é åêîíîì³÷íîгî зì³ñòó (âèðîбíè÷èх, 
òðàíñпîðòíèх òîðгîâåëüíèх), â ÿêèх åêîíîì³÷íîю 
ìîäåëëю бóëè åìп³ðè÷í³ ë³í³éí³ òà êâàäðàòè÷í³ 
фóíêö³ї. Узàгàëüíèìî öю ìåòîäèêó íà пðèêëàä³ 
зàäà÷³, ìîäåëëю ÿêîї бóäå åìп³ðè÷íà фóíêö³ÿ òðå-
òüîгî ñòåпåíÿ.

Задача 7. Нà ÿêó ìàêñèìàëüíó ê³ëüê³ñòü k  
÷àñòèí ìîæíà ðîзä³ëèòè пðîñò³ð n  пëîщèíàìè.

Ìîæíà ñêàзàòè, щî òàêà зàäà÷à íå ìàº пðàê-
òè÷íîгî зíà÷åííÿ. Ìîæå é òàê, àëå ÷àñòî ìàòå-
ìàòè÷íà зàäà÷à äåÿêèé ÷àñ äîñèòü äàëåêà â³ä 
пðàêòèêè, à ò³ëüêè â пåâíèé ìîìåíò âèÿâèòüñÿ її 
âåëèêå пðàêòè÷íå зíà÷åííÿ. Ìîæå ³ öÿ зàäà÷à зíà-
éäå пðàêòè÷íå зàñòîñóâàííÿ.

Розв’язування. Ê³ëüê³ñòü k  ÷àñòèí пðîñòîðó 
бóäå íàéб³ëüшèì, ÿêщî í³ÿê³ äâ³ пëîщèíè íå 
бóäóòü пàðàëåëüíèìè ³ í³ÿê³ òðè пëîщèíè íå 
бóäóòü пåðåòèíàòèñÿ пî îäí³é пðÿì³é.

Ñпîñòåðåæåííÿ: à) îäíà пëîщèíà ä³ëèòü пðî-
ñò³ð íà äâ³ ÷àñòèíè; б) äâ³ пëîщèíè ä³ëÿòü пðîñò³ð 
íà ÷îòèðè ÷àñòèíè; â) òðè пëîщèíè ä³ëÿòü пðîñò³ð 
íà â³ñ³ì ÷àñòèí; г) ÷îòèðè пëîщèíè ä³ëÿòü пðîñò³ð 
íà 15 ÷àñòèí.

Ñêëàäåìî òàбëèöю.

Тàбëèöÿ 11

n 1 2 3 4

k 2 4 8 15

∆k 2 4 7

∆2k 2 3

∆3k 1

Ñê³ëüêè ∆k  ³ ∆2k  íå º ñòàëèìè ÷èñëàìè, à äëÿ 
òîгî щîб âèзíà÷èòè ñòàë³ñòü ∆3k , íåîбх³äíî зíà-
éòè, ñê³ëüêè бóäå ÷àñòèí пðîñòîðó пðè n = 5 . 
А öå äîñèòü âàæêî âèзíà÷èòè, òîìó зàì³ñòü n = 5  
â³зüìåìî зíà÷åííÿ n = 0 .

Ñêëàäåìî äîäàòêîâó òàбëèöю.

Тàбëèöÿ 12

n 0 1 2 3 4

k 1 2 4 8 15

∆k 1 2 4 7

∆2k 1 2 3

∆3k 1 1

Îñê³ëüêè �3 1k �  – ñòàëå ÷èñëî, òî ìîæíà пðè-
пóñòèòè, щî

k P n an bn cn d� � � � �3
3 2( ) .

Âèзíà÷èìî, ìåòîäîì âèбðàíèх òî÷îê, êîåф³-
ö³ºíòè öüîгî ìíîгî÷ëåíà. Тîìó íàì пðèéäåòüñÿ 
ðîзâ’ÿзàòè ñèñòåìó ÷îòèðüîх ð³âíÿíü з 4-ìà íåâ³-
äîìèìè. Ñêëàäåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü, âèêîðèñòîâó-
ю÷è пåðш³ 4 âóзëè òàбëèö³ 12.

a b c d

a b c d

a b c d

a b c d

� � � � � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�

�
�

0 0 0 1

2

8 4 2 4

27 9 3 8

3 2 ,

,

,

.

��

�
�
�

                (14)

Ðîзâ’ÿзóю÷è ñèñòåìó ð³âíÿíü (14), ä³ñòàíåìî 

a =
1

6
, b = 0 , c =

5

6
, d =1 . Îòæå,

P n
n n

3

3 5 6

6
( ) �

� �
                   (15)

Дàë³ зàëèшàºòüñÿ äîâåñòè пðàâèëüí³ñòü фîð-
ìóëè (15) äëÿ äîâ³ëüíîгî íàòóðàëüíîгî ÷èñëà n  
ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîї ³íäóêö³ї.

Дëÿ n = 0 , 1, 2, 3, 4 фîðìóëà (15) º пðàâèëü-
íîю. Нåхàé фîðìóëà (15) º пðàâèëüíîю äëÿ n m= , 

òîбòî P m
m m

3

3 5 6

6
( ) �

� �
. Пðîâåäåìî ( )m +1 -шó пëî-

щèíó. Âîíà пåðåòíå âñ³ ðàí³шå пðîâåäåí³ пëîщèíè 
пî m  ð³зíèх пðÿìèх (îñê³ëüêè í³ÿê³ äâ³ пëîщèíè 
íå пàðàëåëüí³ ³ í³ÿê³ òðè пëîщèíè íå пðîхîäÿòü 
÷åðåз îäíó пðÿìó). Аëå ³з зàäà÷³ 6 âèпëèâàº, щî 

m  пðÿìèх ä³ëÿòü пëîщèíó íà 
m m2 2

2

+ +
 ÷àñòèí. 

Îòæå, íàшà пëîщèíà пîä³ëèòüñÿ öèìè пðÿìèìè 
ñàìå íà òàêó ê³ëüê³ñòü ÷àñòèí. Êîæíà з öèх ÷àñòèí 
º «пåðåгîðîäêîю», ÿêà â³ää³ëÿº íîâó ÷àñòèíó пðî-
ñòîðó. Пðîâîäÿ÷è ( )m +1 -шó пëîщèíó, ìè äîäàºìî 

äî òèх, щî ðàí³шå бóëè, 
m m2 2

2

+ +
 íîâèх ÷àñòèí 

пðîñòîðó. Âñüîгî îäåðæóºìî ÷àñòèí:
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    (16)

Îòæå, фîðìóëà (15) º пðàâèëüíîю äëÿ äîâ³ëü-
íîгî íàòóðàëüíîгî ÷èñëà n .

Тî÷íî òàê ñàìî ìîæíà ðîзâ’ÿзóâàòè зàäà÷ó, 
ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ÿêîї ìàº ñòàë³ òàбëè÷í³ ð³з-
íèö³ ∆4 y , ∆5 y  ³ ò. ä.

Çг³äíî з îзíà÷åííÿì, ìàºìî �y y yk k k� ��1 . Дëÿ 
ð³зíèöü äðóгîгî пîðÿäêó

� � �2
1 2 1 1 2 12y y y y y y y y y yk k k k k k k k k k� � � � � � � � �� � � � � �( ) ( ) .

Яê бà÷èìî, ð³зíèöÿ òðåòüîгî пîðÿäêó ìàº 
âèгëÿä
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1

2
3 2 1

2 1 3

2

2

y y y y y y

y y y y
k k k k k k

k k k k

� � � � � �

� � � � �
� � � �

� � �

( )

( )� 33 32 1y y yk k k� �� � .

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íîї ³íäóêö³ї ìîæíà äîâåñòè, 
щî

�n k k n k n k n

k n

y y ny
n n

y

n n n
y

� � �
�

�

�
� �

�

� � � � �

� �

1 2

3

1

2
1 2

3

( )

!
( )( )

!
...� �� � � � � �

�
�( ) ( ) .1 1

0

n
k

i
n
i
n k i

i

n

y C y

У öüîìó ðàз³ ñпðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ: 
якщо різниці n -го порядку функції y f x= ( )  є ста-
лими для будь-якого сталого кроку, то ця функція 
є многочленом n -го порядку.

Висновки. Ñфîðìóëüîâàí³ ³ äîâåäåí³ â ðîбîò³ 
òåîðåìè, íà îñíîâ³ ÿêèх бóäóюòüñÿ åìп³ðè÷í³ 
фóíêö³ї äëÿ åêîíîì³÷íèх зàäà÷, щî ñòàòèñòè÷íî 
îпèñóюòü ð³зí³ åêîíîì³÷í³ пðîöåñè, äîö³ëüíî 
зàñòîñîâóâàòè äëÿ âèð³шåííÿ îпòèìàëüíîгî пëà-
íóâàííÿ âèðîбíè÷èх пðîöåñ³â. Çàпðîпîíîâàí³ 
ìåòîäè ðîзâ’ÿзóâàííÿ ëîг³ñòè÷íèх зàäà÷, зàбåз-
пå÷óюòü пîбóäîâó îпòèìàëüíèх åêîíîì³÷íèх 
пëàí³â âèðîбíè÷îгî, òîðгîâåëüíîгî òà òðàíñпîðò-
íîгî хàðàêòåðó. Тîìó äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè 
ë³í³éí³, êâàäðàòè÷í³ òà ³íшèх ñòåпåí³â фóíêö³ї 
â ÿêîñò³ ìàòåìàòè÷íîї ìîäåë³ âèðîбíè÷îгî пðî-
öåñó, à їх зàñòîñóâàííÿ зàбåзпå÷èòü ìîæëèâ³ñòü 
ìîäåëюâàííÿ âèðîбíè÷èх пðîöåñ³â.
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CONSTRUCTION OF ECONOMIC EMPIRICAL FORMULAS BY TABLE DIFFERENCE METHOD

Summary
The article analyzes the role of mathematical research of economic phenomena and processes. The evolution 
of scientific research in the field of mathematical economics is considered. It is established that despite 
the great scientific contribution to the problems of construction and methods of solving economic problems 
that contain empirical formulas of economic situations, this area requires further research and mathemati-
cal description of new economic situations. In the process of studying various issues of science, economics, 
technology, sociology, pedagogy, it is necessary on the basis of a large amount of research data to identify 
significant factors that affect the object under study, as well as to establish a form of relationship between 
different related quantities. When solving such applied problems, there is often a situation when the ana-
lytical type of functions, which determines the functional dependence, is unknown, but this function is set 
tabularly or graphically. The task is to use empirical tables to find the type of function. These formulas 
are of great practical importance, a well-chosen empirical formula allows not only to approximate the set of 
experimental data, "smoothing" the value of the value, but also to extrapolate the dependence to other ranges 
of values. The method of construction of economic empirical formulas by the method of tabular differences 
is offered. Theorems for construction of empirical functions are formulated: y ax b� � , y ax bx c� � �2 ,  
y ax bx cx d� � � �3 2 . Optimal plans of production processes are constructed with the use of the considered 
theorems. The method of selected points for determining the parameters of the economic model that describes 
the production process is proposed. The theorems formulated and proved in the work, on the basis of which 
empirical functions for economic problems are built, which statistically describe various economic processes, 
should be used to solve the optimal planning of production processes. The proposed methods of solving logis-
tics problems, ensure the construction of optimal economic plans for production, trade and transport.
Keywords: empirical formulas, economic model, empirical tables, first order difference ∆y , second order 
difference ∆2 y , n th order difference ∆n y , tabular difference method, selected point method, quadratic 
empirical function, finite difference.


