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ÎПÒÈМ²ЗÀÖ²Я ПÎÐÒФÅËЮ Ö²ÍÍÈХ ПÀПÅÐ²Â ЗÀ ÊÐÈÒÅÐ²ЄМ INFORMATION RATIO

У ñòàòò³ äîñë³äæåíî îïòèì³зàö³ю ïîðòфåëю ö³ííèх ïàïåð³â зà êðèòåð³єì Information Ratio, ÿêèé є 
â³äíîшåííÿì äîх³äíîñò³ ïîðòфåëÿ ïîíàä äîх³äí³ñòü бåí÷ìàðêà äî ïîхèбêè ñòåæåííÿ. У зàãàëüíîìó âè-
ïàäêó öå є зàäà÷åю íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. У ñòàòò³ ïîêàзàíî, ÿê öю зàäà÷ó зâåñòè äî зàäà÷³ êâàäðà-
òè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ òà зàïðîïîíîâàíî â³äïîâ³äíèé àëãîðèòì ïîшóêó îïòèìàëüíîãî ïîðòфåëю.
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: îïòèì³зàö³ÿ ïîðòфåë³â, óïðàâë³ííÿ ïîðòфåëÿìè, information ratio.

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Âèêîðèñòàííÿ êðèòåð³ю 
Information ratio (IR) äëÿ óïðàâë³ííÿ ïîðòфåëåì 
îñòàíí³ì ÷àñîì íàбóëî зíà÷íîї ïîïóëÿðíîñò³. Цå 
ïîâ’ÿзàíî з òèì, щî ïîðòфåëüíà òåîð³ÿ âèзíàëà ïå-
ðåâàãó îö³íêè ðåзóëüòàò³â óïðàâë³ííÿ ïîðòфåëåì 
â³äíîñíî âêàзàíîãî бåí÷ìàðêà (åòàëîííîãî ïîðò-
фåëÿ). Êð³ì òîãî, îñòàíí³ì ÷àñîì ñïîñòåð³ãàєòüñÿ 
ðîзïîâñюäæåííÿ ìåòîä³â óïðàâë³ííÿ ïîðòфåëåì 
â³äíîñíî ñòðóêòóðè зîбîâ’ÿзàíü, щî є òèïîâèì äëÿ 
ïåíñ³éíèх фîíä³â òà ñòðàхîâèх êîìïàí³é. У öüîìó 
âèïàäêó ïîðòфåëü зîбîâ’ÿзàíü ìîæíà ðîзãëÿäàòè 
ÿê бåí÷ìàðê. Òîìó ðîзðîбêà ìîäåëåé, ìåòîä³â òà 
àëãîðèòì³â, ÿê³ äîзâîëÿюòü зíàхîäèòè îïòèìàëüí³ 
зà êðèòåð³єì IR ïîðòфåë³, є íàðàз³ àêòóàëüíîю òà 
ïðàêòè÷íî зíà÷óщîю ïðîбëåìîю ïîðòфåëüíîї òåî-
ð³ї. Ðåзóëüòàòè öèх ðîзðîбîê ìîæóòü ó ïîäàëüшî-
ìó âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ ñòâîðåííÿ ³íñòðóìåí-
òàð³ю óïðàâë³ííÿ ïîðòфåëÿìè ð³зíèх ф³íàíñîâèх 
óñòàíîâ.

Àíàë³ç îñòàíí³õ íàóêîâèõ äîñë³äæåíü òà ïó-
áë³êàö³é. Ç ïî÷àòêó 1990-х ðîê³â òåìà óïðàâë³í-
íÿ ïîðòфåëåì â³äíîñíî бåí÷ìàðêà ñòàє âñå б³ëüш 
ïîïóëÿðíîю ñåðåä äîñë³äíèê³â ó ãàëóз³ ïîðòфåëü-
íîї òåîð³ї. Êëàñè÷íèì äîñë³äæåííÿì є ñòàòòÿ 
Ðîëëà [1], ó ÿê³é íàâåäåí³ äåÿê³ êðèòåð³ї îïòèì³-
зàö³ї ïîðòфåëю â³äíîñíî бåí÷ìàðêà, àëå Ðîëë âè-
êîðèñòîâóє ï³äх³ä, ÿêèé бàзóєòüñÿ íà âèзíà÷åíí³ 
äîбàâîê äî âàãè àêòèâ³â â ³íäåêñ³, òàêèì ÷èíîì 
ê³ëüê³ñòü êîìïîíåíò³â ó ïîðòфåë³ зã³äíî éîãî ìî-
äåëåé бóäå ïðèбëèзíî òàêîю, ÿê â ³íäåêñ³. Êð³ì 
òîãî, ìîäåë³, зàïðîïîíîâàí³ Ðîëëîì, íå ì³ñòÿòü 
îбìåæåíü íà âàãó àêòèâ³â. ²äå³ Ðîëëà бóëè ðîз-
âèíåí³ Чîó [2] òà Дæîð³îíîì [3], â їхí³х äîñë³-
äæåííÿх ðîзãëÿäàєòüñÿ îïòèì³зàö³ÿ зà êðèòåð³єì 
ïîхèбêè ñòåæåííÿ, àëå íå бóëè äîäàí³ îбìåæåííÿ 
íà âàãè àêòèâ³â. У б³ëüш ñó÷àñíîìó äîñë³äæåíí³ 
Бàæüî-Бåñíåíó [4] òàê³ îбìåæåííÿ бóëè ââåäå-
í³. Çàñòîñóâàííÿ ï³äхîä³â MVO äî îïòèì³зàö³ї зà 
êðèòåð³єì ïîхèбêè ñòåæåííÿ з îбìåæåííÿìè íà 
âàãó àêòèâ³â бóëî äîñë³äæåíî ³ ó ïîïåðåäíüîìó 
äîñë³äæåíí³ àâòîð³â [5].

Âèä³ëåííÿ íåâèð³øåíèõ ðàí³øå ÷àñòèí çàãàëü-
íîї ïðîáëåìè. Пîïåðåäí³ äîñë³äæåííÿ òîðêàëèñÿ 
òåìè îïòèì³зàö³ї ïîðòфåëю зà ïîхèбêîю ñòåæåí-
íÿ, àëå íàðàз³ шèðîêîìó зàãàëó íåâ³äîì³ ìîäåë³, 
ìåòîäè òà àëãîðèòìè îïòèì³зàö³ї âëàñíå зà êðèòå-
ð³єì IR. Дëÿ ïðàêòè÷íîãî зàñòîñóâàííÿ òàê³ ìåòî-
äè íå ïîâèíí³ бóòè зàíàäòî ñêëàäíèìè – íàïðè-
êëàä, зàãàëüí³ ìåòîäè íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ 
íå зíàéшëè ïðàêòè÷íîãî зàñòîñóâàííÿ â ïðàêòèö³ 
óïðàâë³ííÿ ïîðòфåëåì, à òàêîæ ïîâèíí³ äîïóñêà-
òè íàêëàäàòè îбìåæåííÿ íà âàãó àêòèâ³â.

Ìåòà ñòàòò³. Ìåòîю ñòàòò³ є ðîзðîбêà ìîäåëåé, 
ìåòîä³â òà àëãîðèòì³â îïòèì³зàö³ї ïîðòфåëю ö³í-
íèх ïàïåð³â зà êðèòåð³єì IR, ÿê³ є äîñòàòíüî ïðî-
ñòèìè äëÿ ìàñîâîãî ïîâñÿêäåííîãî зàñòîñóâàííÿ 
òà íå ïîòðåбóюòü âîëîä³ííÿ ñêëàäíèì ìàòåìàòè÷-
íèì àïàðàòîì íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåð³àëó.  Information ratio 
âèзíà÷àєòüñÿ ÿê â³äíîшåííÿ àêòèâíîї äîх³äíîñò³ 
ïîðòфåëÿ, ÿêà âèзíà÷àєòüñÿ ÿê ð³зíèöÿ ì³æ äîх³ä-
í³ñòю ïîðòфåëÿ òà äîх³äí³ñòю â³äïîâ³äíîãî бåí÷-
ìàðêà, äî ïîхèбêè ñòåæåííÿ, ÿêà âèзíà÷àєòüñÿ ÿê 
ñòàíäàðòíå â³äхèëåííÿ àêòèâíîї äîх³äíîñò³:
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äå rp – öå äîх³äí³ñòü ïîðòфåëÿ (âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà), rb – äîх³äí³ñòü бåí÷ìàðêà (ó зàãàëüíîìó 
âèïàäêó òåæ âèïàäêîâà âåëè÷èíà), ω– ïîхèбêà 
ñòåæåííÿ, E[] îзíà÷àє ìàòåìàòè÷íå î÷³êóâàííÿ âè-
ïàäêîâîї âåëè÷èíè.

Є äâà ñïîñîбè âèзíà÷åííÿ IR – ex-ante òà ex-
post. У ïåðшîìó âèïàäêó ìè âèêîðèñòîâóєìî ó 
фîðìóë³ (1) ìàòåìàòè÷í³ î÷³êóâàííÿ íåâ³äîìîї 
ìàéбóòíüîї äîх³äíîñò³. У äðóãîìó âèïàäêó ìè âè-
êîðèñòîâóєìî â³äîìó ðåàë³зîâàíó äîх³äí³ñòü, à 
зàì³ñòü ìàòåìàòè÷íîãî î÷³êóâàííÿ – â³äïîâ³äíó 
ñòàòèñòèêó, òîбòî âèб³ðêîâå ñåðåäíє. Ðåзóëüòàòè 
äîñë³äæåííÿ íå зàëåæàòü â³ä òîãî, ÿêèé ñïîñ³б âè-
зíà÷åííÿ ìè îбåðåìî, òîìó ó ïîäàëüшîìó ìè íå 
бóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îïåðàòîð E[], à ÷åðåз rp 
бóäåìî ïîзíà÷àòè àбî ðåàë³зîâàíó äîх³äí³ñòü (ó âè-
ïàäêó ex-post), àбî ìàòåìàòè÷íå î÷³êóâàííÿ äîх³ä-
íîñò³ (ó âèïàäêó ex-ante).

У íàшîìó äîñë³äæåíí³ ìè бóäåìî ï³ä ïîхèбêîю 
ñòåæåííÿ ðîзóì³òè ñòàíäàðòíå â³äхèëåííÿ ð³зíè-
ö³ ì³æ äîх³äí³ñòю ïîðòфåëÿ ïî äîх³äí³ñòю бåí÷-
ìàðêà. Âîíà ÿâëÿє ñîбîю òîé äîäàòêîâèé ðèзèê, 
ÿêèé ïîðòфåëüíèé ìåíåäæåð бåðå зàâäÿêè òîìó, 
щî âêëàäàє ó ïîðòфåëü, à íå â бåí÷ìàðê. Â³äïîâ³ä-
íà фîðìóëà ïîхèбêè ñòåæåííÿ ìàє òàêèé âèãëÿä 
[6, ñ. 49; 7, ñ. 266]:
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äå var[] ïîзíà÷àє äèñïåðñ³ю âèïàäêîâîї âåëè-
÷èíè (ó âèïàäêó ex-ante) àбî âèб³ðêîâó äèñïåðñ³ю 
³ñòîðè÷íîї äîх³äíîñò³ (ó âèïàäêó ex-post).

Яê ïîêàзàíî ó íàшîìó ïîïåðåäíüîìó äîñë³-
äæåíí³ [5, ñ. 141-142], фîðìóëó (2) ìîæíà ïåðå-
ïèñàòè ÷åðåз бåòó ïîðòфåëÿ â³äíîñíî бåí÷ìàðêà òà 
зâåñòè äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó, ÿêèé âðàхîâóє âàãó 
òà ïîêàзíèêè ³íäèâ³äóàëüíèх àêòèâ³â ó ïîðòфåë³:
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äå pσ  – ñòàíäàðòíå â³äхèëåííÿ äîх³äíîñò³ ïîðò-
фåëÿ, bσ  – ñòàíäàðòíå â³äхèëåííÿ äîх³äíîñò³ бåí÷-
ìàðêà, pβ  – бåòà ïîðòфåëÿ â³äíîñíî бåí÷ìàðêà, ijσ  –  
ñòàíäàðòíå â³äхèëåííÿ äîх³äíîñò³ i-ãî àêòèâó ó 
ïîðòфåë³, ijσ  – êîâàð³àö³ÿ ì³æ äîх³äíîñòÿìè i-ãî 
òà j-ãî òà àêòèâ³â, iw  – âàãà i-ãî àêòèâó ó ïîðò-
фåë³, pβ  – бåòà i-ãî àêòèâó ó ïîðòфåë³ â³äíîñíî 
бåí÷ìàðêà.

Таким чином, для визначення структури оптимально-
го за IR портфелю нам потрібно знайти такі ваги активів 

1,..., nw w , які максимізують наступну цільову функцію
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äå Wi – âàãà i-ãî àêòèâó ó ïîðòфåë³, Wi – äî-
х³äí³ñòü i-ãî àêòèâó ó ïîðòфåë³, ω âèзíà÷àєòüñÿ ïî 
фîðìóë³ (3), зà óìîâè âèêîíàííÿ òàêèх îбìåæåíü:
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Îïòèì³зàö³éíà зàäà÷à (4)-(6) ÿâëÿє ñîбîю зà-
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äå ri – ñхèëüí³ñòü ³íâåñòîðà äî ðèзèêó, òà зàäî-
âîëüíÿюòü îбìåæåííÿì (5)-(6).
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Яêщî ìè ââåäåìî ïîзíà÷åííÿ 
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, òî öю фîðìóëó ÷àñòêîâîї ïîх³äíîї 
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³, äóæå ïîä³бíîìó äî (8):
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ïðè öüîìó îñê³ëüêè зíà÷åííÿ ω íå зàëåæèòü 
â³ä i, à фîðìóëà (8) âèêîðèñòîâóєòüñÿ â àëãîðèò-
ì³ îïòèì³зàö³ї ëèшå äëÿ âèбîðó ïàð àêòèâ³â äëÿ 
ïåðåðîзïîä³ëó âàãè, òî íàÿâí³ñòü ìíîæíèêà 1/ω 
íå âïëèâàòèìå íà зàñòîñîâí³ñòü (9) зàì³ñòü (8) ïðè 
îïòèì³зàö³ї.

Òàêèì ÷èíîì, íàшå ïðèïóщåííÿ ïîëÿãàє ó 
òîìó, щî зàì³íîю фîðìóëè (8) íà фîðìóëó (9) â 
îïòèì³зàö³éíîìó àëãîðèòì³ ìè зìîæåìî зàì³ñòü 
ö³ëüîâîї фóíêö³ї Ìàðêîâèöÿ (7) ìàêñèì³зóâàòè 
ïîòð³бíó íàì ö³ëüîâó фóíêö³ю (4). Цå ïðèïóщåí-
íÿ, ÿêå зðîбëåíå з òåîðåòè÷íèх ì³ðêóâàíü, ïîòð³б-
íî ïåðåâ³ðèòè íà ðåàëüíèх äàíèх. Дëÿ öüîãî ìè 
ñфîðìóëюєìî íàш àëãîðèòì îïòèì³зàö³ї ïîðòфå-
ëю зà êðèòåð³єì IR.

Ìîäèф³êîâàíèé àëãîðèòì ìàє òàê³ âх³äí³ ïàðà-
ìåòðè:
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 – âåêòîð âàãîâèх êîåф³ö³єíò³â, 
ÿêèé зàäîâîëüíÿє óìîâàì (5)-(6),

•

[ ]E Ep br r
IR

  − =
ω

var[ ]p br rω= −
2 2 2 2 2 2

,
2 2p p b b i j ij b i i b

i j i
w w wω = σ − β σ + σ = σ − σ β + σ∑ ∑

1 maxp b
i i b

i

r r
IR w r r

−  = = − → ω ω 
∑

1i
i

w =∑

min max , 1,i i iw w w i n≤ ≤ =

2

,

1 1 maxp p i i i j ij
i i jt t

U r w r w w
r r

= − σ = − σ →∑ ∑

( )2
1 2pp

i i j ij
ji i t i t

rUMU r w
w w r w r

∂ σ∂∂
= = − = − σ
∂ ∂ ∂

∑ .

( )2

3

2
3

2
3 3

1 1
2

1 1 2 2
2

1 1 1

i i b i i b
i ii i i

i i i b j ij b i
i j

i i i b b i i i b j ij
i i j

IR w r r w r r
w w w

r w r r w

r w r r w r r w

∂ ω∂ ∂    = − − − =   ∂ ω ∂ ∂ω   

  = − − σ − σ β =  ω ω   
   = + − σ β − − σ   ω ω ω   

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

22
p br r−

κ =
ω

та 22i i b ir r′= + κσ β

1 2i j ij
ji

IR r w
w

 ∂ ′= − κ σ ∂ ω  
∑ ,

{ }, 1,iw i n= =w

{ }, 1,ir i n= =r

{ }, 1, , 1,ij i n j n= σ = =Σ

{ }i= βΒ

{ } { }min max,i iw w  

 – âåêòîð î÷³êóâàíèх äî-
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 – êîâàð³àö³éíà ìàòðèöÿ,

•rb – î÷³êóâàíà äîх³äí³ñòü бåí÷ìàðêà,
•σb – ñòàíäàðòíå â³äхèëåííÿ äîх³äíîñò³ бåí÷-

ìàðêà,
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2. Ìàðæèíàëüí³ êîðèñíîñò³ ðîзðàхîâóюòüñÿ ïî 
фîðìóë³ (9), óñ³ êîìïîíåíòè ÿêîї ðîзðàхîâàí³ íà 
ïîïåðåäíüîìó êðîö³.
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3. Îбèðàюòüñÿ äâà àêòèâè, âàãè ÿêèх зì³íю-
юòüñÿ. Пðè öüîìó зб³ëüшóєòüñÿ âàãà àêòèâó з íàé-
б³ëüшîю ìàðæèíàëüíîю êîðèñí³ñòю, âàãó ÿêîãî 
ìè ìîæåìî зб³ëüшèòè ó ïîðòфåë³, òà зìåíшóєòüñÿ 
âàãà àêòèâó з íàéìåíшîю ìàðæèíàëüíîю êîðèñ-
í³ñòю, âàãó ÿêîãî ìè ìîæåìî зìåíшèòè ó ïîðòфå-
ë³. Яêщî îäèí з öèх àêòèâ³â íåìîæëèâî âèзíà÷è-
òè, òî àëãîðèòì ïðèïèíÿєòüñÿ.:
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4. Ðîзðàхîâóєòüñÿ åфåêò â³ä зì³íè âàã àêòèâ³â:
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5. Яêщî âåëè÷èíà åфåêòó ìåíшà зà ïîð³ã îïòè-
ì³зàö³ї, àëãîðèòì ïðèïèíÿєòüñÿ.

6. Ðîзðàхîâóєòüñÿ îïòèìàëüíèé ìîæëèâèé ðîз-
ì³ð зì³íè âàãè äâîх àêòèâ³â:
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7. Ðîзðàхîâóюòüñÿ íîâ³ âàãè àêòèâ³â ó ïîðòфå-
ë³, ï³ñëÿ ÷îãî ïåðåхîäèìî íà íàñòóïíó ³òåðàö³ю:
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E íàшîìó äîñë³äæåíí³ ìè зàñòîñóâàëè ðîз-
ðîбëåíèé àëãîðèòì äëÿ ïîшóêó îïòèìàëüíèé зà 
êðèòåð³єì IR ïîðòфåë³â, ïîð³âíÿëè éîãî ðåзóëü-
òàòè з â³äîìèì íåë³í³éíèì àëãîðèòìîì (GRG) òà 
з ïîðòфåëÿìè, ÿê³ є ðîзâ’ÿзêàìè зàäà÷³ Ìàðêî-
âèöÿ (òîбòî ñòàíäàðòíîї зàäà÷³ MVO-îïòèì³зàö³ї) 
äëÿ ð³зíèх зíà÷åíü ñхèëüíîñò³ ³íâåñòîðà äî ðèзè-
êó. Дëÿ ïîшóêó ðîзâ’ÿзê³â зàäà÷³ Ìàðêîâèöÿ ìè 
âèêîðèñòîâóâàëè êâàäðàòè÷íèé àëãîðèòì MVO-
îïòèì³зàö³ї, зàïðîïîíîâàíèé ó [8].

Пåðшèé òåñò ìè ïðîâåëè íà âèб³ðö³ щîäåííèх 
äîх³äíîñòåé ó 2009 ðîö³ ïî ö³ííèх ïàïåðàх СШÀ, 
ïåðåë³÷åíèх ó òàбëèö³ 1. Ц³ àêö³ї є îбðàíèìè êîì-
ïîíåíòàìè ³íäåêñó Standard & Poor’s (S&P) 500, 
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à бåí÷ìàðêîì є âëàñíå ñàì ³íäåêñ. У ö³é òàбëèö³ 
òàêîæ íàâåäåí³ âèб³ðêîâ³ ñòàòèñòèêè òà бåòè, âè-
êîðèñòàí³ ó ÿêîñò³ âх³äíèх ïàðàìåòð³â àëãîðèòìó. 
Щîäåíí³ äîхîäíîñò³, âèêîðèñòàí³ ó íàшîìó äîñë³-
äæåíí³, âзÿò³ з ö³íîâèх äàíèх Yahoo Finance.

Ðåзóëüòàòè íàшèх äîñë³äæåíü íàâåäåí³ ó òà-
бëèö³ 2. Çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì зíàéшîâ 
ñòðóêòóðó ïîðòфåëÿ íàâ³òü äåщî êðàщó, í³æ íå-
ë³í³éíèé àëãîðèòì GRG, хî÷à ð³зíèöÿ ì³æ íèìè 
íåñóòòєâà – öå òîé ñàìèé îïòèìàëüíèé ðîзâ’ÿзîê. 
²íш³ ïîðòфåë³, щî є ðîзâ’ÿзêàìè зàäà÷³ Ìàðêîâè-
öÿ з ð³зíèìè зíà÷åííÿìè ñхèëüíîñò³ ³íâåñòîðà äî 
ðèзèêó, ìàюòü ìåíшå зíà÷åííÿ IR.

Дðóãèé òåñò ìè ïðîâåëè íà âèб³ðö³ щîì³ñÿ÷íèх 
äîх³äíîñòåé ó 2009-2013 ðîêàх ïî ö³ííèх ïàïåðàх 
Âåëèêîї Бðèòàí³ї, ïåðåë³÷åíèх ó òàбëèö³ 3. Ц³ àê-
ö³ї є íàéб³ëüшèìè зà âàãîю êîìïîíåíòàìè ³íäåêñó 
FTSE 100, à бåí÷ìàðêîì є âëàñíå ñàì ³íäåêñ. У ö³é 
òàбëèö³ òàêîæ íàâåäåí³ âèб³ðêîâ³ ñòàòèñòèêè, êî-
ðåëÿö³éíà ìàòðèöÿ òà бåòè, âèêîðèñòàí³ ó ÿêîñò³ 
âх³äíèх ïàðàìåòð³â àëãîðèòìó. Дîхîäíîñò³, âèêî-
ðèñòàí³ ó íàшîìó äîñë³äæåíí³, âзÿò³ з ö³íîâèх äà-
íèх Yahoo Finance. Пàðàìåòðè ³íäåêñó FTSE 100 
ðîзðàхîâàí³ ïî äàíèх âåб-ñàéòó ftse.com.

Òàбëèöÿ 2
Ðåçóëüòàòè îïòèì³çàö³ї ïîðòфåëþ îáðàíèõ êîìïîíåíò³â ³íäåêñó S&P 500

çà êðèòåð³ºì IR òà ðåçóëüòàòè MVO-îïòèì³çàö³ї

Îïòèì³çàö³ÿ çà IR MVO-îïòèì³çàö³ÿ äëÿ äàíîї ñõèëüíîñò³ äî ðèçèêó, r
t

Ò³êåð Сòàòòÿ GRG 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

AAPL 47,22% 47,21% 14,73% 31,98% 49,15% 63,98% 70,36% 65,46%

BA 8,84% 8,85%

CVX 2,54% 2,55%

F 17,60% 17,59% 5,48% 11,78% 18,11% 24,27% 29,64% 34,54%

GE

HPQ

IBM 16,62% 16,63% 13,43% 15,76% 16,30% 11,76%

JNJ 38,18% 26,20% 9,37%

KFT

NKE

PEP 13,58% 11,16% 7,06%

PFE 7,18% 7,17%

PG

T

WMT 14,60% 3,12%

XOM

pr 0,3496% 0,3495% 0,1472% 0,2529% 0,3515% 0,4316% 0,4689% 0,4833%

pσ 1,8637% 1,8635% 1,0969% 1,4129% 1,7955% 2,1448% 2,3297% 2,4132%

pβ 0,897450 0,897441 0,5446 0,6919 0,8262 0,9277 0,9642 0,9783

pω 1,0606% 1,0603% 0,9695% 0,9287% 1,1386% 1,4398% 1,6385% 1,7313%

IR 0,23686375 0,23686374 0,0504 0,1664 0,2223 0,2314 0,2262 0,2224

Òàбëèöÿ 3
Ïåðåë³ê òà õàðàêòåðèñòèêè îáðàíèõ ö³ííèõ ïàïåð³â, ÿê³ º êîìïîíåíòàìè ³íäåêñó FTSE 100

Àêö³ÿ 
(ò³êåð) ri σi βi Êîðåëÿö³éíà ìàòðèöÿ

BATS.L 1.4634% 4.6443% 0.5396 1.00 0.23 0.53 0.30 0.37 0.31

BP.P 0.6101% 8.3625% 1.5072 0.23 1.00 0.28 0.38 0.63 0.27

GSK.L 0.8986% 4.2857% 0.4549 0.53 0.28 1.00 0.22 0.39 0.43

HSBA.L 0.6705% 7.7143% 1.3195 0.30 0.38 0.22 1.00 0.46 0.20

RDSA.L 0.8726% 5.1490% 0.9818 0.37 0.63 0.39 0.46 1.00 0.35

VOD.L 1.3832% 4.6392% 0.4407 0.31 0.27 0.43 0.20 0.35 1.00

Бåí÷ìàðê 
(FTSE) 1.0971% 4.1529% 1.0000 0.48 0.74 0.45 0.70 0.79 0.40

Òàбëèöÿ 1
Ïåðåë³ê òà õàðàêòåðèñòèêè îáðàíèõ ö³ííèõ 

ïàïåð³â, ÿê³ º êîìïîíåíòàìè ³íäåêñó S&P 500

Àêö³ÿ (ò³êåð) Ñåðåäíÿ 
äîõ³äí³ñòü, r

i

 Ñòàíäàðòíå 
â³äõèëåííÿ, σ

i

Áåòà, β
i

AAPL 0.3819% 2.1370% 0.8792

BA 0.1412% 2.5243% 1.0369

CVX 0.0473% 1.8206% 0.9192

F 0.6756% 4.2433% 1.1660

GE 0.0549% 3.5633% 1.4768

HPQ 0.1659% 2.1724% 0.9030

IBM 0.1984% 1.7557% 0.6994

JNJ 0.0486% 1.1132% 0.3904

KFT 0.0369% 1.6680% 0.5173

NKE 0.1359% 2.2662% 0.9307

PEP 0.0646% 1.4497% 0.4568

PFE 0.0514% 2.0098% 0.6381

PG 0.0164% 1.5333% 0.5861

T 0.0319% 1.6602% 0.6684

WMT -0.0005% 1.4033% 0.3160

XOM -0.0400% 1.6397% 0.7610

Бåí÷ìàðê (SPY) 0.0983% 1.7188% 1.0000
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Ðåзóëüòàòè äðóãîãî òåñòó íàâåäåí³ ó òàбëèö³ 4. 
Яê ³ ó ïåðшîìó òåñò³, ðîзðîбëåíèé íàìè àëãîðèòì 
ïðèâ³â äî òàêîãî ñàìîãî ðîзâ’ÿзêó, ÿê íåë³í³éíèé 
àëãîðèòì GRG. Пîðòфåë³, щî є ðîзâ’ÿзêàìè зà-
äà÷³ Ìàðêîâèöÿ ³ â öüîìó ðàз³ ìàюòü ìåíшå зíà-
÷åííÿ IR.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðîâåëè äâà òåñòè íà ð³зíèх 
âèб³ðêàх äàíèх, щî â³äð³зíÿюòüñÿ îäíà â³ä îäíîї 
ðèíêîì, ïåð³îäîì òà ÷àñòîòîю збîðêà ö³íîâèх äà-
íèх, äëÿ êîæíîї âèб³ðêè зàñòîñîâóâàâñÿ ñâ³é бåí÷-
ìàðê. Â îбîх òåñòàх ðîзðîбëåíèé àëãîðèòì зíàхî-
äèâ ò³ æ ñàì³ ðîзâ’ÿзêè, щî é åòàëîííèé àëãîðèòì 
íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ GRG. Шëÿхîì ïîð³â-
íÿííÿ з ð³зíèìè ðîзâ’ÿзêàìè зàäà÷³ Ìàðêîâèöÿ 
ìè ìàєìî зìîãó зðîбèòè âèñíîâîê, щî зíàéäåí³ 
íàшèì àëãîðèòìîì ðîзâ’ÿзêè є îïòèìàëüíèìè зà 
êðèòåð³єì IR.

Âèñíîâêè ³ ïðîïîçèö³ї. У äàí³é ñòàòò³ äîñë³-
äæåíî îïòèì³зàö³ю ïîðòфåëÿ ö³ííèх ïàïåð³â зà 
Information Ratio, щî є зàäà÷åю íåë³í³éíîãî ïðî-
ãðàìóâàííÿ. Íàì âäàëîñÿ ïîêàзàòè, ÿê öю îïòèì³-
зàö³éíó зàäà÷ó ìîæíà ðîзâ’ÿзàòè íàбàãàòî б³ëüш 

ïðîñòèì ìåòîäîì êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, 
òà ðîзðîбëåíî â³äïîâ³äíèé àëãîðèòì îïòèì³зàö³ї. 
Ðîбîòó öüîãî àëãîðèòìó бóëî ïåðåâ³ðåíî íà âèб³ð-
êàх ö³íîâèх äàíèх àêö³é СШÀ òà Âåëèêîї Бðèòà-
í³ї, щî є êîìïîíåíòàìè ³íäåêñ³â S&P 500 òà FTSE 
100 â³äïîâ³äíî. Îбèäâà òåñòè ïîêàзàëè, щî ðîз-
ðîбëåíèé àëãîðèòì ìîæå åфåêòèâíî зíàхîäèòè ò³é 
ñàìèé ðîзâ’ÿзîê, щî é åòàëîííèé àëãîðèòì íåë³-
í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ GRG. 

Ðîзðîбêà ìîäåë³ òà àëãîðèòìó îïòèì³зàö³ї 
ïîðòфåëю ö³ííèх ïàïåð³â зà êðèòåð³єì IR, ÿêà є 
äîñòàòíüî ïðîñòîю з òî÷êè зîðó ïðàêòè÷íîї ðåà-
ë³зàö³ї, äîзâîëÿє ³íòåãðóâàòè îïòèì³зàö³ю ïîðò-
фåëю зà öèì êðèòåð³єì äî ïðîãðàìíèх êîìïëåê-
ñ³â óïðàâë³ííÿ ïîðòфåëåì. Пîäàëüш³ ðîзðîбêè ó 
ö³é ãàëóз³ ìîæóòü фîêóñóâàòèñÿ ÿê íà äîäàíí³ 
äî îïòèì³зàö³ї ïðàêòè÷íèх ïàðàìåòð³â óïðàâë³í-
íÿ ïîðòфåëåì, òàêèх ÿê òðàíзàêö³éí³ âèòðàòè òà 
÷àñòîòà ïåðåбàëàíñóâàííÿ, òàê ³ íà âäîñêîíàëåíí³ 
ñò³éêîñò³ ìîäåë³ äî зì³íè âх³äíèх ïàðàìåòð³â, зî-
êðåìà î÷³êóâàíîї äîх³äíîñò³, ÿê³ñòü îö³íêè ÿêèх є 
êðèòè÷íîю.

Òàбëèöÿ 4
Ðåçóëüòàòè îïòèì³çàö³ї ïîðòфåëþ îáðàíèõ êîìïîíåíò³â ³íäåêñó FTSE 100 

çà êðèòåð³ºì IR òà ðåçóëüòàòè MVO-îïòèì³çàö³ї

Îïòèì³çàö³ÿ çà IR MVO-îïòèì³çàö³ÿ äëÿ äàíîї ñõèëüíîñò³ äî ðèçèêó, r
t

Ò³êåð Сòàòòÿ GRG 0.05 0.1 0.2 1 2 4

BATS.L 67.23% 67.23% 32.12% 40.38% 52.60% 63.32% 76.73% 100.00%

BP.P

GSK.L 19.32% 10.56%

HSBA.L 1.53%

RDSA.L 12.87% 9.59%

VOD.L 32.77% 32.77% 34.15% 39.46% 47.40% 36.68% 23.27%

pr 1.4371% 1.4371% 1.2387% 1.3154% 1.4254% 1.4340% 1.4447% 1.4634%

pσ 3.8685% 3.8685% 3.4589% 3.5404% 3.7538% 3.8219% 4.0272% 4.6443%

pβ 0.5072 0.5072 0.5584 0.5341 0.4927 0.5033 0.5166 0.5396

pω 3.8362% 3.8362% 3.1545% 3.3704% 3.7870% 3.8067% 3.9554% 4.4948%

IR 0.08863264 0.08863264 0.0449 0.0648 0.0867 0.0885 0.0879 0.0815
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Дîñë³äæåíî ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ ìîäåëåé ìóëüòèïë³êàòîðà äëÿ âèбîðó ïð³îðèòåòíèх ñфåð 
³íâåñòóâàííÿ íà ìåзîð³âí³. Дîâåäåíî, щî âèêîðèñòàííÿ âèñîêîìóëüòèïë³êàòèâíèх âèä³â ä³ÿëüíîñò³ ÿê 
òî÷îê ðîñòó ñòâîðює ïåðåäóìîâè åфåêòèâíîãî ðîзâèòêó ðåã³îíàëüíîї ãîñïîäàðñüêîї ñèñòåìè. Åìï³ðè÷íèì 
шëÿхîì âñòàíîâëåíî, щî ñèëà ïðîÿâó ìóëüòèïë³êàòèâíîãî åфåêòó âèзíà÷àєòüñÿ ïåðш зà âñå ð³âíåì 
êîìïëåêñíîñò³ ðåã³îíàëüíîї åêîíîì³êè: ÷èì б³ëüш ò³ñíèé âзàєìîзâ’ÿзîê ì³æ ãàëóзÿìè åêîíîì³êè ðåã³îíó, 
òèì б³ëüшîю бóäå ëàíöюãîâà ðåàêö³ÿ зà ðàхóíîê ³íäóö³éîâàíîãî ïðèðîщåííÿ ÂÐП.
Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìóëüòèïë³êàòîð, àêñåëåðàòîð, ³íâåñòèö³ї, ðåã³îíàëüíèé хàð÷îïðîäîâîëü÷èé êîìïëåêñ, 
ðîзâèòîê.

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Сó÷àñíà åêîíîì³÷íà íà-
óêà ÿâëÿє ñîбîю ñèìб³îз âåëèêîї ê³ëüêîñò³ ð³зíîìà-
í³òíèх òåîðåòè÷íèх шê³ë òà ìåòîäè÷íèх ï³äхîä³â, 
îäíî÷àñíå ³ñíóâàííÿ êîòðèх ðîзшèðює ìîæëèâîñò³ 
òà ãëèбèíó ïðàêòè÷íèх äîñë³äæåíü. Îñîбëèâîї ïî-
ïóëÿðíîñò³ ñåðåä â³ò÷èзíÿíèх òà зàðóб³æíèх â÷å-
íèх â îñòàíí³ äåñÿòèë³òòÿ íàбóâàюòü ìàêðîåêîíî-
ì³÷í³ ìîäåë³, âèêîðèñòàííÿ êîòðèх ïîшèðюєòüñÿ ³ 
äëÿ äîñë³äæåííÿ îб’єêò³â íà ìåзîð³âí³.

Àíàë³ç îñòàíí³õ äîñë³äæåíü ³ ïóáë³êàö³é. Îä-
í³єю ³з íàéб³ëüш зàòðåбóâàíèх âèÿâëÿєòüñÿ êîí-
öåïö³ÿ ìóëüòèïë³êàòîðà. Яê â³äîìî, ñàìå ïîíÿò-
òÿ «ìóëüòèïë³êàòîð» (multiplication – ìíîæåííÿ, 
зб³ëüшåííÿ; multiplier – ìíîæíèê, êîåф³ö³єíò) 
³ éîãî îñíîâíèé ïðèíöèï бóëè âïåðшå îïèñàí³ â 
åêîíîì³÷í³é òåîð³ї àíãë³éñüêèì åêîíîì³ñòîì-ìàòå-
ìàòèêîì Ð.Ф. Êàíîì щå â 1931 p. У ñòàòò³ «Â³ä-
íîшåííÿ âíóòð³шí³х ³íâåñòèö³é äî бåзðîб³òòÿ». 
Пîíÿòòÿ «ìóëüòèïë³êàòîð зàéíÿòîñò³» äîñë³äíèê 
зàïðîïîíóâàâ ÿê ï³äґðóíòÿ äëÿ àðãóìåíòàö³ї äî-
ö³ëüíîñò³ îðãàí³зàö³ї ãðîìàäñüêèх ðîб³ò з ìåòîю 
бîðîòüбè з êðèзîю ³ бåзðîб³òòÿì, îñê³ëüêè íà äóì-
êó àâòîðà ðåзóëüòàòîì їх ðåàë³зàö³ї ñòàíå íå ëèшå 
фîðìóâàííÿ «ïåðâèííîї зàéíÿòîñò³» íà öèх ðîбî-

òàх, à ³ ïîх³äíèх â³ä íåї – âòîðèííîї, òðåòèííîї ³ 
ò. ä. зàéíÿòîñòåé [1].

Чåðåз ï’ÿòü ðîê³â éîãî ³äåÿ зäîбóëà ñâîãî 
ðîзâèòêó ó ðîбîò³ Дæîíà Êåéíñà «Çàãàëüíà òå-
îð³ÿ зàéíÿòîñò³, â³äñîòêà é ãðîшåé» (1936 ð.).  
Дæ.Ì. Êåéíñ зàïðîïîíóâàâ íîâó êàòåãîð³ю – 
«ìóëüòèïë³êàòîð äîхîäó», àбî «ìóëüòèïë³êàòîð 
³íâåñòèö³é». Сóòí³ñòü åфåêòó ìóëüòèïë³êàòîðà 
ïîëÿãàє ó òîìó, щî зб³ëüшåííÿ ³íâåñòèö³é ïðè-
âîäèòü äî ïðèðîщåííÿ íàö³îíàëüíîãî äîхîäó (ÍД) 
ñóñï³ëüñòâà íà âåëè÷èíó б³ëüшó, í³æ ïî÷àòêîâèé 
îбñÿã ³íâåñòèö³é. Пîÿñíюю÷è ïðèíöèï ä³ї ìóëü-
òèïë³êàòîðà Дæ.Ì. Êåéíñ зàзíà÷àє, щî óìîâîю 
«ðîзãîðòàííÿ ìóëüòèïë³êàö³éíîãî åфåêòó є íàÿâ-
í³ñòü íåâèêîðèñòàíèх âèðîбíè÷èх ïîòóæíîñòåé òà 
íåзàéíÿòîї ðîбî÷îї ñèëè. Пîâíà зàéíÿò³ñòü ðîбî÷îї 
ñèëè í³âåëює ä³ю ìóëüòèïë³êàòîðà» [2, ñ. 114].

Пîäàëüшîãî ðîзâèòêó êîíöåïö³ÿ ìóëüòèïë³êà-
òîðà íàбóëà ó ïðàöÿх ïîñë³äîâíèê³â Дæ.Ì. Êåéí-
ñà – Ð. Хàððîäà, Å. Хàíñåíà, Дæ.Ì. Êëàðêà, 
П. Сàìóëüñîíà, Дæ. Х³êñà [3-5] òà ³í. Âîíè óäî-
ñêîíàëèëè êåéíñ³àíñüêó ìîäåëü ³íâåñòèö³éíîãî 
ìóëüòèïë³êàòîðà, âèхîäÿ÷è з óìîâ â³äêðèòîñò³ 
åêîíîì³÷íîї ñèñòåìè, íàÿâíîñò³ îïîäàòêóâàííÿ 

© Шàäóðà-Íèêèïîðåöü Í. Ò., Ì³íåíêî Î. Â., 2014

Õîõëîâ Â. Þ.
Íàöèîíàëüíыé òåхíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò Уêðàèíы

ÎПÒÈМÈЗÀÖÈЯ ПÎÐÒФÅËЯ ÖÅÍÍЫХ БÓМÀÃ ПÎ ÊÐÈÒÅÐÈЮ INFORMATION RATIO

Ðåçþìå
Â ñòàòüå èññëåäîâàíà îïòèìèзàöèÿ ïîðòфåëÿ öåííых бóìàã ïî êðèòåðèю Information Ratio, êîòîðыé 
ïðåäñòàâëÿåò ñîбîé îòíîшåíèå äîхîäíîñòè ïîðòфåëÿ ñâåðх äîхîäíîñòè бåí÷ìàðêà ê îшèбêå ñëåæåíèÿ. 
Â îбщåì ñëó÷àå эòî ÿâëÿåòñÿ зàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ñòàòüå ïîêàзàíî, êàê эòó зàäà-
÷ó ñâåñòè ê зàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, è ïðåäëîæåíî ñîîòâåòñòâóющèé àëãîðèòì ïîèñêà 
îïòèìàëüíîãî ïîðòфåëÿ.
Êëþ÷åâыå ñëîâà: îïòèìèзàöèÿ ïîðòфåëåé, óïðàâëåíèå ïîðòфåëÿìè, information ratio.
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SECURITIES PORTFOLIO OPTIMIZATION BY THE INFORMATION RATIO CRITERION

Summary
In this paper we research portfolio optimization by the information ratio criterion, which is the ratio of the 
above-benchmark return to the tracking error volatility. In general case this optimization is a non-linear 
programming problem. We show how to reduce this problem to the quadratic programming problem and 
develop an algorithm that can effective solve it to derive the optimal portfolio composition.
Key words: portfolio optimization, portfolio management, information ratio.


